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Sur   les   coordonnées   curvilignes; 
P*R  M.   Émue  MATHIEU. 


Supposons  une  courbe  tracée  dans  un  plan,  et  considérons  une  partie 
'ji  de  ce  plan  qui  contienne  cette  courbe  et  dont  tous  les  points  en 
soient  très  voisins  ;  de  chaque  point  ]M  du  champ  o  abaissons  une  nor- 
male MP  sur  la  courbe;  ce  point  sera  déterminé  parla  longueur  n  de 
la  normale  MP  et  par  la  longueur  7  de  la  courbe  comprise  enti'e  un 
point  fixe  de  cette  courbe  et  le  point  P.  Nous  allons  entrer  dans  quel- 
ques considérations  sur  ces  coordonnées,  et  nous  en  ferons  une  appli- 
cation qui  en  prouvera  l'utilité;  nous  terminerons  en  montrant  com- 
ment un  géomètre  très  savant  et  très  habile  s'est  trompé  en  se  servant 
de  ces  coordonnées,  qu'il  avait  cru  pouvoir  l'egarder  comme  un  isvs- 
tème  ordinaire  de  deux  variables. 


(j  E.     MATHIEU. 

Des  premières  déri\'ations  par  rapport  à  a  et  n. 

1.  Si  M  est  une  fonction  des  coordonnées  rectangulaires  x,  y  d'un 
point  M,  dont  la  valeur  est  connue  pour  toutes  les  positions  du  point  M 
renfermées  dans  l'intérieur  d'un  contoin-  g,  u  a  aussi  une  valein-  déter- 
minée en  chaque  point  du  contour,  et  si  le  point  INI  décrit  un  arc  infi- 
niment petit  r/c- du  contour,  la  fonction  «  acquiert  un  accroissement 
infiniment  petit  que  nous  représenterons  par 

du   j 
-r  da; 
an 

désignons  par  dn  un  élément  de  normale,  mené  intérieurement  à  la 
courbe  a  et  compté  à  partir  de  7;  si  le  point  xM  décrit  dn,  la  fon(  tion  n 
s'accroît  d'une  quantité  que  nous  représenterons  par 

du   1 
-r  dn. 
dn 

On  voit,  d'après  cela,  quelles  quantités  sont  désignées  par 

du     du 

dn     dn 

l)ien  que,  comme  nous  veri'ons,  a  et  n  ne  puissent  former  lui  \éri- 
table  système  de  deux  variables. 

Désignons  par  e  l'angle  de  la  normale  avec  l'axe  des  x\  siq)posons 
que  l'origine  O  des  coordonnées  rectilignes  soit  située  à  rintéri<>ur  de 
la  courbe  et  que  l'arc  a  croisse  quand  le  point  ]M  sèment  dans  l'angle 
des  coordonnées  positives  de  Ox  vers  0>'. 

Qnand  M  s'avance  de  da  sur  le  contour,  les  coordonnées  .r,  y  s'ac- 
croissent de 

dn  sine,    —  r/'jcosc; 
on  a  donc 

du     ,  du     ,      ■  du    , 

~r-  dn  ^=  -r  Mcrsmc -r  dn  cosc 

ih  dx  d  Y 


du         du    .  du 

-r  ^^  -r  sm  V T  cose 

dn         dx  dy 


SUR     LES    COOHDOMNKliS    CIRVILIGNES  'J 

On  trouve  de  même 

,  ilu         dit  du    . 

(21  -7-  =  -7-  cost'  -i-  -7- Sine. 

^     '  du         d.i-  (ly 

Quand  on  n'a  à  effectuer  qu'une  dérivation,  il  est  permis  de  rempla- 
cer l'clément  d/i  de  ligne  droite  par  un  élément  de  courbe  orlho£;o- 
nale  sur  la  courbe  a.  jNIais  il  n'en  est  plus  de  même  quand  on  a  a 
effectuer  plusieurs  dérivations  par  lapport  à  5  et  /?. 

Des  doubles  dérivations  par  rapport  à  7  et  n. 

2.  Quand  le  point  M  se  meut  sur  la  courbe  7,  (  varie  d'une  manière 
bien  déterminée;  on  peut  donc  encore  former  les  dérivées  des  seconds 
mendjres  des  formules  (  i  )  et  (  2  )  par  rapport  à  a.  Si  nous  différentions 
la  formide    1     [)ar  rapport  à  a.  nous  aurons 

r/  — 

d-:  f  .         d  d  \  f  du    .  du  \ 

— r-  =    suie-; cosi'-j-      -7— sint-- r-cosr    , 

fl-:  \  d^i-  dy  /  W/j-  dr  ' 

où  il  faudra  développer  les  dérivations  indiquées  dans  le  second  mem- 
bre, en  ayant  soin  de  regarder  c  comme  fonction  de  x  et  r  ;  on  peut 
aussi  remarquer  que  les  dérivations  qui  ne  portent  pas  sur  i  donneront 

ces  termes 

d-u     .    „  d-  u      ■  d-  (I         o 

-r— r  sin-  r  —  2  -, — 7-  sm  v  cos  c  H r-r  cos-  c, 

dx-  dxdy  dy- 


et  que  les  dérivations  ])ar  rapport  à  7,  en  ne  les  faisant  porter  que  sur 
e,  donnent 

f  du  du    .       \  dy  du  dy 

-y-cosr  + -^sinc    -,      ou    -, — r- 

"  dr  dy  /  d'j  dit   di 

On  a  donc 

d  — 

d^          d-u    ■    ^  d-  Il      .                         d-  tt         ,            (/ti  dy 

— j —  =  -r-rsm-c  —  1-, — =- suie  cose  H — ,— -cos  e  H — ; ;-: 

rtï            a.r-  dx  dy                             dy-                     du   dz 

il  en  résulte  cette  formule 

/*  ,     ^'"   ■   2  '''"" 

A         -;--Sm''C  —    2-; ;-SUH'COSi^ 

*•    '     dx-  dx  dy 

où -t; représente  évidemment  la  courbure  de  l'arc  7. 


.  dtt 

d  — 

d-  ti         , 
COS    ("  ' 

dz 

du  ,ly 

dy- 

dz 

'  7f7l7h 
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En  opérant  de  même  sur  la  formule    2  ,  nous  écrirons  cl  abord 

du 
dn 

~dr 

cl  nous  en  conclurons 
d-u        d-u 


(B 


du-'         dr" 


d\  1  du                 du    ■      \ 

rons 

d'u             ,               .    ,                  dn          du  (h- 

-  -i^^T  cos-c  —  sniV    =  —. 1-  -r  j- 

dadr                                               dn            dn   dn 

snic  cosc  - 

3.    La  dérivation  des  formules  (i),  (2),  par  rapport  à  n,  ne  peut  se 

faire  avant  davoir  précisé  le  sens  qu'on  attachera  à -7--  Imaginons  une 

équation  entre  y  et  x  qui  contienne  un  paramètre  a  et  qui,  pour  la  va- 
leur zéro  de  ce  paramètre,  se  réduise  à  l'équation  de  la  courbe  q.  En 
donnant  à  a  de  très  petites  valeurs,  on  obtiendra  des  courbes  très  voi- 
sines de  7  ;  concevons  des  arcs  <//i  orthogonaux  à  ces  courbes.  L'angle  r 
sera  celui  de  la  normale  à  luie  quelconque  des  courbes  au  paramètre  a 
ou  de  la  tangente  à  dn  avec  l'axe  des  x\  on  voit  donc  la  signification 

de  -r  dn,  et  par  suite  celle  de  -r  ■ 
dn  '  (In 

Nous  pouvons  maintenant  différentier  la  formule  '  i    par  rapport  à  n 

et  nous  obtiendrons,  en  opérant  comme  précédemment, 

du 

dn         [d-u        d-u  .    ■  d'-u  „  .0  '/"  d%- 


C)     — 7-  =  (  -j—, r^  )  sinccose ;— 1-  ;  cos^c 

'         dn  \dx^         dy-J  dudv      , 


dn  dn 


Cette  dérivée  seconde  n  est  pas  complètement  déterminée   comme 

les  deux  ])récédentes;  elledépend,  en  effet,  de -^  ou  de  la  courbure  de 

l'arc  (///;  si  </«  est  rectiligne.  le  dernier  terme  est  nul.   Des  formules 
(B),(C),  on  conclut 


,du 

,du 

d  — 

d  — 

dn         du  d\- 

/h         du  df 

-+- 

da           dn  dn 

dn            dn  dn 

(3) 

,       .         d      d  ,       . 

ce  qiu  montre  nue  les  signes  ,  et  -7-  ne  neuxenl  être  nitervertis  sur  inie 
'  '  »        ds      dn       ' 

même  expression. 
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Kii  diffcM-eiitiaiit  '  i"\  par  rapport  ;'i  n,  on  aura 

,,^,       ''    dn  d-ii         ,  d'il      ■  'l-'i    ■    :  il"   >/<■' 

^      '         d/t  d.r-  d.tdy  d\-  ds  dn 

dont  le  dernier  terme  est  nul  si  dn  est  rectiligne. 
Nous  aurons  à  appliquer  les  formules  (A),  (B  ,  iC  . 

Emploi  des  notations  de  Lamé. 

4.  Il  est  aisé  de  vérifier  la  formule  i  3  s  en  adoptant  les  notaTions 
employées  par  I.amé  dans  ses  Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes. 

Considérons  deux  séries  de  courbes,  orthogonales  entre  elles,  dont 
les  paramétres  soient  p  et  js,,  et  représentées  par  les  équations 

f[x,y)=p,    /,{x,y)  =  p,; 

les  quantités  p,  p,  constituent  véritablement  un  système  de  tieux  va- 
riables. Désignons  par  ds,  les  éléments  des  premières  courbes,  par  ds 
ceux  des  secondes.  Si  nous  posons 


nous  aurons 

;  '/?  7  '/?. 

Us  ^  —■>     as.^-r-- 
li  '         «  1 

•Soitw  ime  fonction  d'un  point  du  plan,  on  aura 

du         ,  du 


,  1(11 
ds  d'-. 


d'^  ./(/.^ 

ds  ,        \      dp 

=  fl, 


,  ,      d-u  ,    dli    dn  ,  ,      d'i<       ,     A,   '//'    '/" 

=  ^^'  ^TT;?^  +  ^*'  ^  ^77  =  ''''^  didi^^L-dT^Ts- 
On  aura  de  même 

du 
^   (ÏSi  _  11      d^u  h_  dh^  du 

-W  -'"^'dpdp,  '^  A,    dp    ds,' 
Jour,,,  de  y»/«(/i.  (3' séric\  tome  VIII.—   .Iawiir  iSS?. 
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Comparons  ces  deux  formules,  et  nous  avons 


(la 

du 

i/s,        A,  (///    (/il 

ds          h    d/i.  du 

lis             II    dpi    Js 

c/.Vi       '     /(,    dp    i/s, 

•  1        •  ,      r  1     /  o  \  />,   d/t       h    d/i^ 

Cette  formule  est  identique  avec  la  formule  (  i),  car  -j-i  Th"  1^  ~d^  ^ 

les  courbures  des  arcs  5  et  s^  [Coord.  ciinil.,  §  28). 

Supposons  que  les  lignes  s,  soient  des  droites  et,  par  suite,  que  les 
lignes  s  soient  des  courbes  parallèles.  La  courbure  de  s,  étant  nulle, 

on  a  -^  =  o,  et  h,  ne  dépend  pas  de  p  ;  de  plus,  nous  pouvons  prendre 

pour  (5,  la  longueur  de  la  ligne  droite  s,,  comptée  à  partir  d'une  des 
courbes  s,  et  nous  obti(  ndrons 

on  aura  donc  A,  ^  i . 

o.  On  peut  remarquer  que  les  premiers  membres  des  formules  (A j, 
(B)  sont  exprimés  plus  simplement  par  ces  formules  qu'ils  ne  le  seraient 
par  l'emploi  des  coordonnées  p,p,-  En  effet,  en  faisant  coïncider  la 
courbe  g  avec  une  des  courbes  s,  l'emploi  des  coordonnées  p,  p,  don- 
nerait, par  exemple,  au  lieu  de  la  formule  (A), 


d-ii 

sin^t" 

dhi 
~  d.rdv 

sinccost"  4- 

d-ii 
dy 

=  /r 

d-ii 

df 

dh 

dii 

h 

dh 

du 

Extension  des  forniules  (A),   (B),   (C),  (D)  à  une  surface. 

G.  Il  n'est  i)eiit-ètre  pas  sans  intérêt  de  montrer  comment  on  peut 
trouver  pour  une  surface  des  formules  analogm  s  aux  formules  (A), 
(B),  (C),  (D  relatives  il  une  c()iii-b(\  Mais  pour  les  démontrer  plus  ra- 
pidement, nous  nous  ser\  irons  des  formules  des  Leçons  sur  les  coor-. 
données  curvilignes. 

Imaginons    trois   s\ sternes   de   surfaces,    orthogonales   entre  elles. 
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aux  paramètres  p,  o,,  p»;  ces  surfaces  se  coupent  suivant  leurs  lignes  de 
courLure  s,s,,s.2;  ces  lignes  s,s,,S2  sont  supposées  respectivement 
normales  aux  surfaces  p.  o,,  ç,.^. 

Soit  II  inie  fonction  d'un  point  de  l'espace  et  a,  h,  c  les  cosinus  des 
ane;les  de  la  normale  à  l;i  surface  p  avec  les  trois  axes  rectangulaires 
tle  coordonnées;  on  aura 

du  (In         7  (lu  du 

-T-  =  a-r--[-b-r--^c-j-, 
ds  d.r  (IV  (tz 

et  ensuite 

d  — 

ds        [      d         ,    d  ci  \  [     du         ,  du  du  \ 

a-, rb-r-+C-r-][a-r-+b-y-+C 


a]    I  ..d-u         i^d-ii  ^d-u  ,      d'-ii  cPu 

dx-  dy-  dz-  dydz  dzdx 

j     d-u  du  da         du  dh         du  de 

"^  -^     d^d'y  '^  d7r  ds  ^  dj-  ds  '^  d^  lu' 


Or  on  a 
on  a  donc 


i    dp         ,  1    da  l    dp 

_  L        ^  ^^^  —  — ;_  j      ^  ^^  —  — L  ■ 

/i  dx  h  dr  h  dz' 


d  -y- 

da  I    dh  ch  dx 

Tk^^TiTh'dl'^  ~df 


en  remplaçant  le  dernier  terme  par  sa  valeur  donnée    Coordonnées  cur- 
vUignes,  §  10),  on  a 


on  a  ensuite 


da 

'ds  ~ 

~  h 

dh 

dx 

■  H- 

I 
II 

dh 

dp, 
dx' 

=  h 

dx 
'  ds, 

, 

lu 

= 

-h. 

dx 
ds„' 

et  l'on  en  conclut  la  première  de  ces  trois  équations 


da 

-  'h 

dh 

dx 

//., 

dh  dx 

ds 

f/?. 

ds, 

+  7r 

dp^  dSi 

dh 

''i 

dh 

dv 

''-- 

dh  dy 

ds 

(f?i 

ds, 

"^  TT 

Tl^n  'ds\ 

de 

"  I 

dh 

dz 

//, 

dh    dz 

ds 

dp. 

ds, 

+  x 

dpi  dSi 

12  K      MATHIEU. 

K's  lieux  autres  s'en  (.léduisant  par  analogie.  De  ces  trois  équations  l'on 

tire 

ilii  tia         du  (II)         fin  de   __  h^   dli    >lii  h,  dit   du 

TU-TH  '^  dj-  ds  '^  7h  ds  ^  h  dii  ^i  ~^  ïï  Tïp,  717,' 

Désis^iions  généralement  par  R,y  le  rayon  de  la  courbure  tie  la  sur- 
face pj  suivant  l'arc  s,;  on  aura 

/;,    dli  _      I  /(,   (//(  __  J_ 

77  Th,^  Y\~ '     17  'df,~  li^,' 
Donc  la  formule  \a)  devient 

d-ii  t„d-u  ^d-ii  ,       d-u  d'il  ,     d-ti 


a' 


r  n  (te  i^   fl    II  M  ri    II  II    tt  j 

-!—,    -r  b^-r-,   -t-  C--7-T    +   'lOC  -, ;-    +   2Ca  -y—, h  2ab     ,      , 

dx-  dV'  dz-  il)  dz  dzdju  dxdv 


[b.    ■  du 

I  ds  I      du  I       du 

ds  Uo,i  dsi         ii,  2  (/.>2 

Soient  a,,  b,,  c,  et  a.^,  bn,  Cj  les  cosinus  directeurs  des  tangentes  au\ 
arcs  ds^,  ds^,  on  aura 

du 

,  d-u                        I          d-u                          ds\  1      du  [      du 

^  dx-                                        '{}''-■                           "^j  'm. -2   '«2  '<1..^    '" 

,  ilu 

,  d^u                          ,           d'-u                            ds.,  t      du  i       du 

■î  dx-                                 dydz                      ds.,  lA.,.,,   ds  H2.1  "■''■1 

Eu  ajoutant  ces  trois  formules,  on  aurait  une  expression  dé 

d-u         d-u         d-u 
'/(-         dv-         dz- 

.  du 

On  pourra  former  de  la  même  manière  la  dérivée  — ,— >  et  on  en  con- 

dura  cette  fornude 

d-u         J  ,    d'-u  d-u  ,  ,      .,    d^u 

aa,  -T  -,  +  bb,  ,-,  -h  ce,  -r-7  +  cl>,  -+-  l/c,  )  -j, 
l  dx-  '  dy-  dz-  dydz 

I  d-u  1  ,         d-u 

(c)  '       """^  ^^"'  ~  ''^'    7h7lr  "*"        '  '"       '  '  TuTlT 

J  /lu  ,  du 

I         ds  I      du  liSi  I      du 

\  </.v,  k,.„  (/«i  iLs  l\„j   ds 
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7.  Soit  ensuite  une  surface  S  quelconque.  Traçons  sur  cette  surface 
ses  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure;  puis  élevons  des  normales 
le  long  de  ces  lignes  de  courbure;  ces  normales  formeront  deux  s\s- 
témes  de  surfaces  orthogonales  entre  elles  et  développables.  Sur 
chacune  des  normales  portons,  à  partir  de  la  surface  S,  inie  longueiu- 
constante;  les  extrémités  de  ces  droites  formeront  deux  séries  de 
courbes,  qui  seront  les  lignes  de  courbure  d'une  surface  S,  parallèle  à  S. 
Les  surfaces  S,  constitueront  avec  les  deux  systèmes  de  surfaces  déve- 
loppables  un  triple  système  de  surfaces  orthogonales.  Les  surfaces  S, 
étant  supposées  au  paramètre  p,  ds  sera  un  élément  de  droite  normale 
à  S  et  l'on  aura  R„j  =;  ce  ,  Wq.i^  ^  ;  ainsi  les  premiers  membres  des 
formules  '//),  ic)  pourront  être  représentés  respectivement  par 

,  du  ,  du 

as  as. 


Sur  les  conditions  au  contour  d'une  plaque  élastique 
dont  le  contour  est  libre. 

8.    L'équation  qui  régit  le  mouvement  viljratoirc  transversal  il  une 
placpie  plane  est  de  cette  foi'me 

a- A  Air  H .-^  —  o, 

fit- 
on  \v  est  le  déplacement  d'un  point  de  la  surface  moyenne,  normale- 
ment à  celte  surface.  Pour  obtenir  une  solution  simple,  on  jiose 

ir  =  u  sin  l'at, 

et  l'on  a 

A\u  ^=  i'  u. 

Les  (l(Mi\  véritables  conditions  au  contour  7  de  la  pla(|iie  supposée 
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libre  ont  été  trouvées  par  Kirchhoff,  et  sont,  en  y  remplaçant  w  par  ;/, 

1^6     d  [{d-u         d-n\    .  d-ii    ,   .    .,  ,    vl 

-\ T-      -r^ T-T    suif  cos(^  +  -; — j-  sin^'i'  —  cos-'e)   , 

d- Il         „  d'-ii      .  d'-ii    .    ,  fi      /d'-u         d^  H 

0  =  -7— rCOS-«'  -t-  2    ■       ■     SinfCGSr  -r-  -j-^  Sllï' V  -I -(  -7—   "i"   "rx 

dx-  dxdy  dy-  n- 6  \  <-/.<-'  dy^ 

S   étant  une  certaine  constante.     Voir  Kirchhoff,   3o*  de  ses  Vorle- 
siingen  ûher  malhematische  Physik.) 

Ces  deux  conditions  peuvent  être  présentées  sous  une  forme  très 
simple  par  l'emploi  des  formules  des  n°*  2,  5.  On  a  en  effet,  en  suppo- 
sant l'élément  dn  de  normale  rectiligne, 

du  dit 

„,  d  —T-  d  —r-  ,       , 

(d^it         d-u\    .  d^-u    ,   ■    n  2    X  dn  dn     ,     du  dy 

\-r^  —  -r^   suii'cosç'  +    ,     ,    [sm-v  —  cos^t')  =  —7—  =  — j \-  -r  -r 

\dx-         dy^  )  dxdy^  '  dn  ria  </ct  dz 

et 

d- u         „  d- u      ■  d-u    ■    ^ 

—  cos-t' -r- 2 -T— 7-smccosc -T-  -^-rsurc 


/  (t  -  H    .    o  u.  ~  «     .  d-u        ,   \ 

=  Am  —  (  -j-^  sm- V  —  2 -jTj-. smc cost'  -i-  y-^r  ces  i'  1 


dx-  dxdy  dy- 

d- u    .    ^  d^u 

dx^  dxdy"""^  >--wo>     ,    ^^^ 

r/(/ 

I)  après  cela,  si  nous  j)OSons 

i  +  e   _  . 

les  deux  conditions  au  contom-  prennent  cette  forme  très  élégante 

du 

,  ,  d  -v- 

d\u  _  .    d       dn 

,     <y«  ^/a     (/// 

■I  ' 

(d'i" 

\        (h  du  d\' 

\    dz  dn  dn 
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9.   Si  nous  supposons  une  autre  solution  simple 

IX-  =  II'  si n /'-«/, 
nous  aurons 

A  Am'  =  /''a', 

et  u  satisfera  sur  le  contour  7  aux  deux  équations  (oc),  clans  lt'Sf|Uf'llps 
u  sera  remplacé  par  u'. 

La  forme  qui  vient  d'être  donnée  aux  conditions  au  contoiu*  iiermet 
de  démontrer  très  facilement  la  formule 

f(3)  fim'dj)  =  o, 

dw  étant  un  élément  de  la  surface  de  la  plaque,  et  l'intégrale  étant 
étendue  à  tous  les  éléments  de  cette  surface. 
On  a  la  formule 

fu\^u'  d.>  —  fil'  Sàud'n 

t'i  ')^"       ,'i^"\  ,       ri\  tf"'     .  ,du\j 
'-=  J  ["inr  -  "  -tut) ''^-^j  (^",7;7  --  ^"  ir^r- 

les  intégrales  du  second  membre  s'étendant  à  tout  le  coutoui-  7.  [A  oir 
mon  Mémoire  sur  l' équation  AA«  =  o,  etc.  Journal  de  M.  Liomille. 
1869).]  Posons 

ff    d^ii  ,d^u\j  l'i  fin  ,<lii  ^    , 

^  =  J  V'-dn     -  "   ^j'^^'       ^  =  J  [^''dn     -  ^"  d7>)'^^' 

la  formule  précédente  devient 

(/''  —  l'jfuu'd'ji  =  1  -4-  J. 
D'après  la  seconde  condition  (y.),  on  a 

.  du  ,  du'        \ 

di  du'  dj  du 

lar: 

du'  ,du^ 


f/ti     dn  ds     an  / 


/y     ,/!^  a'l"\ 

_    .    (  du  du'         du'  du\'-'^  _   A    /   (  —  ^^"    —  ^—      ''"   )d- 

'     \  da  dn  di   dn),^^        '  J    \di     dts  di      dz  / 
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"/.  étant  la  longueur  de  la  ligne  a.  La  partie  située  en  dehors  du  signe 
d'intégration  prend  la  même  valeur  aux  deux  limites,  et  l'on  en  eonclut 


J=  -  A 
Posons 


j   l  du  '    chi  du'      dn    \  , 

J   \7h~7h         IhThl^'- 


du  ,  <lit 

(h  dn  du  (h' 

^^  ~  ~d^  ~  ~lh        77;  Th" 


et  désignons  par  L' la  même  expression  où  u  est  remplacé  par  u' ,  nous 
aurons,  d'après  la  première  condition  (x). 


»    Cl     d\J  ,d\.\   J 


intégrons  par  parties,  et  remarquons  que  la  quantité  située  hors  du 
signe  d'intégration  sera  nulle;  nous  aurons 


I-A/(L'^-L^ 


k/^. 


Remplaçons  1j,  L'  par  leur  secontle  expre>sion,  nous  aurons 

Ci    d'^        d—\ 

.11    (/il       du  du'       dn    \    , 

1  est  donc  égal  et  de  signe  contraire  à   J,  et   l'on   en  conclut  la  for- 
mule f/S'. 

Sur  i'r/n/i/oi  fait  par  Cauchy  des  coordonnées  a.  n  dans  la  thcone 
de  la  lame  élastique  courbe. 

10.  Dans  ses  Exercices  de  Malliémaliques,  1828,  troisième  année. 
p.  285  à  325,  (lauchv  recherche  les  équations  de  récpiilihre  ou  Au 
mouvement  d'une  lame  naturellement  courbe  et  d'une  épaisseur  con- 
stante. La  lame,  en  se  déformant,  est  supposée  rester  c\  lindri(pie,  et 
lesdéplacemenls  se  font  normalement  aux  génératrices  du  c\  lindr(>  cl  de 
la  même  manière  dans  toute  section  normale  aux  yénéralrices  ;  en  sorte 
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qu'il  suffit  d'examiner  les  déplacements  dans  une  telle  section,  Cauchv 
représente  tous  les  points  de  la  lame  à  l'état  naturel,  qui  sont  renfermés 
dans  cette  section,  au  moyen  tie  la  normale  abaissée  de  ce  point  sur  la 
ligne  courbe  moyenne  et  de  la  longueur  g  de  celte  courbe  comprise 
entre  une  extrémité  de  celte  ligne  et  le  pied  de  la  normale.  Pour 
adopter  ses  notations,  remplaçons  les  deux  lettres  t,  n  pars  et  r.  Dans 
son  calcul  entrent  des  dérivées  par  rapport  à  .y  et  r  qui  montent  jus- 
qu'au quatrième  ordre,  sans  qu'il  tienne  conij^te  de  cette  circonstance, 

que  les  signes  y  ,  y  ne  peuvent  être  intervertis  sur  une  même  expres- 
sion. 

Pour  ce  qui  ^  a  sui\  re,  je  suppose  que  le  lecteur  a  cet  Ouvrage  entre 
les  mains. 

Cauchy  transforme  les  deux  équations  d'équilibre  de  la  lame  par  un 
calcul  irréprocliable  en  les  équations 


_2I2j 


f/X 

r/.7 
dr 

+ 

r/il!, 
11?  + 

:i- 

i  /■       dr 

d{r^\ 
dr      /  " 


-:> 


^  =  o. 


Les  équations  (212)  ne  renferment  en  effet  que  des  dérivées  du  pre- 
mier ordre,  par  rapport  ks  etr,  des  forces  élastiques  X,  iit,  rf . 

Les  équations(  267  ),  qui  donnent  les  expressions  de  -A,,  m,,  J  au  nio\  en 
des  dérivées  du  premier  ordre  de  y,  â  par  rapport  à  s  et  r,  sont  aussi 
exactes. 

Les  formules  (2G7)  doivent  être  substituées  dans  les  équations  (21a). 

Pour  la  formation  des  dérivées -^ ,  ~,  qui  entrent  dans  les  deux  équa- 
tions, remarquons  que  J,  iib  renferment  respectivement  -r'  -f-  Or,  dans 
la  suite  de  son  calcul,  Cauchy  pose 

0  —  0„  -h  5,  /•  4-  1Î2 h  .  .  . , 

7=  7o+7i''+  727  +  •••. 
où  les  coeflicients  Oo,  <^n  •    •  ?  7o,  '/m  •  ■  •  ne  dépendent  que  de  s.  Il  dé- 

Jouni.  de  Mat  II.  (3*  série),  tome  VlII.  —  Janvier  18S2.  O 
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veloppe  de  même  A,,  lil,  .f  suivant  les  puissances  de  r;  mais  au  fond  il 
remplace  les  deux  dérivées 

do  d'i 

ds  ds 

(«)  -dT'     UF' 

,         dS    d\\\,  ...  •• 

qui  entrent  dans  -775  -rr  P^i"  l*^s  séries 

<7c|  r/oo  c/03   /- 

ds  ds  ds    2 

ds  ds  ds    2 

qui  ne  leur  sont  pas  égales,  et  qui  représentent 

cf—        d^ 
.    .  dr  dr 

\P)  ITT'     ^F" 

En  effet,  d'après  le  n"  4,  on  peut  faire  p,  =  r,  et  l'on  en  conclut  im- 
médiatement que  les  dérivées  (/7)sont  représentées  par  les  développe- 
ments précédents.  D'autre  part,  on  aura 

(pj  j  do  j  do„  ,  r/o, 

ds  dp  dp  dp 


dr  dp  dp  dr  \  dp 


do, 


et  Cauchy  n'a  pas  tenu  compte  de  la  seconde  partie  de  cette  expres- 
sion. Il  en  est  de  même  pour  la  seconde  dérivée  [n). 

Pour  pouvoir  rectifier  le  calcul  de  Cauchy  dans  son  entier,  il  serait 
indispensable  d'y  introduire  p  au  lieu  de  s;  mais  le  calcul,  déjà  très 
compliqué,  le  deviendrait  encore  davantage.  Je  me  propose  de  traiter 
ailleurs  la  question  de  l'équilibre  et  du  mouvement  de  la  lame  élas- 
tique courbe. 
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Exposé  des  méthodes  en  Mathcinatiqiies,  d'après  JVronslxi 

(deuxième  note); 

Par  m.  E.   WEST. 


INTEGRATION    DES    EQUATIONS    DIFFERENTIELLES. 

Sur  Vinlègration  des  écjualions.  —  Nous  venons  de  voir  comment  on 
peut  résoudre  toute  espèce  d'écpiatioiis  primitives  par  la  métliode  se- 
condaire élémentaire  ;  il  nous  reste  maintenant  à  examiner  comment  la 
même  méthode  se  prête  à  la  résolution  des  équations  non  primitives, 
c'est-à-dire  à  l'intégration  des  équations  qui  contiennent  des  différences 
ou  des  différentielles  de  la  quantité  inconnue.  Ici  encore  l'exiiression 
fondamentale  (3)  s'a])])liqiie  avec  autant  de  facilité  à  ce  genre  d'écjua- 
tions  cpi'à  celui  c[ue  nous  avons  considéré  en  premier  lieu. 

Mais,  avant  d'entamer  le  sujet,  il  faut  définir  ce  que  l'on  entend  par 
intégrer  une  équation.  On  dit  ordinairement  qu'intégrer  une  équation 
est  trouver  plusieurs  fonctions,  ou  une  seule,  qui  satisfassent  à  l'équa- 
tion proposée.  Cette  définition  est  complète  et  se  trouve  par  suite  suffi- 
sante. Cependant  on  admet  d'habitude  cpie  la  solution  doit  donner 
une  expression  finie;  cette  condition  n'étant  pas  comprise  dans  la  dé- 
finition précédente  ne  présente  par  elle-même  aucune  nécessité:  si 
cette  condition  est  admise,  elle  doit  forcément  particulariser  la  forme 
de  la  sohition.   La  marche  à  suivre  qui  parait  la  plus  naturelle  poin* 


obtenir  une  expression  finie  dans  une  intégration,  ou  tlans  toute  autre 
question,  consiste  à  rechercher  d'abord  toutes  les  formes  possiljles  qui 
conviennent  à  l'expression  de  la  solution  et  à  en  déduire  ensuite  les 
conditions  qui  permettent  de  réduire  une  ou  plusieurs  de  ces  expres- 
sions à  une  forme  finie.  La  Méthode  suprême  àe  Wronski  est  celle  qui  se 
prête  le  mieux  à  ce  genre  difficile  de  questions;  pour  l'instant  nous 
nous  contenterons  de  faire  connaître  une  méthode  qui  permet,  dans 
tous  les  cas,  d'obtenir  une  solution  utilisable  en  pratique;  cette  solu- 
tion se  présente  ordinairement  sous  forme  de  suite  indéfinie.  Il  faut  se 
rendre  compte  que  bien  souvent  les  expressions  finies  que  l'on  obtien- 
drait seraient  si  compliquées  quelles  seraient  impossibles  à  utiliser 
dans  les  calculs  ;  nous  en  donnerons  plus  tard  un  exemple  remarquable. 
Au  contraire,  la  méthode  générale  et  pratique  dont  nous  parlons  offre 
une  utilité  incontestable,  car  personne  n'ignore  qu'il  existe  nombre  de 
questions,  et  parmi  celles-ci  des  cpiestions  importantes,  qui  n'ont  pu 
être  traitées  complètement,  faute  de  movens  d'obtenir  les  solutions. 

Voici  la  marche  que  nous  allons  suivre  :  il  résulte  de  ce  que  nous 
avons  dit  précédemment  que  l'expression  (3)  est  une  expression  géné- 
rale d'une  certaine  fonction  F(^')  formée  avec  la  quantité  inconnue  y, 
laquelle  est  donnée  ])ar  l'équation  o[.y)  =  o;  cette  équation  contient 
en  outre,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  une  variable  indépendante  x, 
ou  plusieurs  variables  indépendantes,  ainsi  que  des  différences  ou  des 
différentielles  de  l'inconnue  et  de  la  variable.  La  question  se  trouve 
donc  ramenée  à  trouver  une  fonction  qui  satisfasse  au  deuxième  membre 
de  l'expression  (3),  problème  facile  à  résoudre  comme  on  peut  le  |)ré- 
voir  maintenant. 

On  \  oit  même  que  la  fonction  intégrale  peut  prendre  généralement 
un  nombre  indéfini  de  formes  essentiellement  différentes;  ces  formes 
différentes  dépendent  de  la  nature  des  fonctions  fondamentales,  qui 
sont  admises  à  figurer  dans  rex])ression  définitive  ;  nous  allons  faire  un 
choix  de  ces  fondions.  On  peut  s'astreindre,  par  exemple,  à  n'admettre 
cpie  des  fonctions  e.\|)onentielles,  ou  encore  des  transcendantes  d'un 
ordre  plus  élevé;  dans  la  première  supposition,  on  pourra  très  rarement 
obtenir  pour  intégrale  une  fonction  finie,  et  dans  la  deuxième  on- 
pourra  obtenir  une  fonction  intégrale  remplissant  celte  condition,  dans 
des  cas  d'autant  plus  fréquents  que  l'on  admettra  connue  fonctions  fon- 
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tlamentales  un  plus  grand  nombre  d'espèces  de  fonctions.  iNIais  ici  se 
présente  un  inconvénient  très  grave  :  c'est  l'introduction  d'un  nombre 
de  plus  en  plus  grand  de  ces  fonctions  dont  les  propriétés  principales 
devront  être  connues,  et  pour  lesquelles  des  tables  devront  être  cal- 
culées. Or,  cette  étude  préalable,  si  elle  était  étendue  à  un  nombre  de 
plus  en  plus  grand  de  fonctions,  deviendrait  bientôt  matériellement 
impossible  ;  on  peut  en  juger  déjà  par  l'étude  des  fonctions  elliptiques 
et  abéliennes.  Cette  étude,  faite  évidemment  par  des  moyens  analogues 
à  ceux  qui  sont  applicpiés  aux  fonctions  problématiques,  conduit,  pour 
être  logique  et  pour  éviter  des  complications  très  grandes,  à  cette  con- 
séquence cjuel'on  ne  doit  pas  rechercher  en  général  de  solutions  finies. 

Il  faut,  au  contraire,  chercher  à  n'admettre  cpie  le  nombre  le  plus 
restreint  de  fonctions  fondamentales,  et  nous  allons  voir  cpie  ces  fonc- 
tions se  réduisent  seulement  aux  fonctions  exponentielles  et  à  leurs 
inverses  les  fonctions  logarithmiques.  Dans  ces  conditions,  les  intégra- 
tions sont  non  seulement  toujours  possibles,  mais  elles  sont  toujours 
faciles  et  par  conséquent  pratiques. 

D'ailleurs,  d'après  ce  cjue  nous  avons  dit  à  propos  de  la  résolution 
des  équations  ])rimitives,  nous  sommes  encore  conduit  à  distinguer 
dans  la  solution  la  partie  essentiellement  théorique  de  la  partie  technique, 
et  ce  que  l'on  doit  chercher,  c'est  de  réduire  au  minimum  la  partie 
technique  de  la  solution  au  moyen  des  fonctions  fondamentales  que 
l'on  se  donne  a  priori.  Quant  à  rechercher  les  conditions  pour  que 
cette  partie  technitjue  s'annule  toujours,  en  laissant  alors  arbitraire 
la  nature  des  fonctions  fondamentales  admises  à  ligin-er  d;ins  la  solu- 
tion, cela  peut  être  donné  par  la  Méthode  suprême,  comme  nous 
l'avons  déjà  dit,  mais  ce  n'est  qu'un  problème  particulier  cjui  ne  pré- 
sente ordinairement  pas  d'utilité  dans  la  pratique. 

Il  est  même  facde  de  concevoir  pour  quelle  raison  les  solutions  finies, 
en  général,  n'existent  pas  théoriquement.  On  sait  en  effet  que  les 
fonctions  qui  satisfont  aux  écjuations  dillérentielles,  ou  aux  différences 
finies,  sont  généralement  des  fonctions  transcendantes,  c'est-à-dire, 
suivant  l'acception  du  mot  qui  signifie  en  dehors  des  conditions  du 
temps,  des  fonctions  dont  on  ne  peut  avoir  que  des  valeurs  de  plus  en 
plus  apj)rochées  sans  pouvoir  jamais  en  obtenir  la  valeiu'  exacte.  Il  en 
résulte  naturellement  cpie  l'intégration  d'une  écjuation  doit  conduire 


à  une  expression  de  forme  indéfinie,  laquelle  ne  peut  se  réduire  à  une 
forme  finie  que  par  l'introduction  de  conventions  particulières,  ainsi 
que  nous  l'avons  indiqué  plus  haut. 

A  cette  occasion,  nous  devons  dire  que  'NTronski  a  cependant  indi- 
qué un  svstème  d'intégration  finie  au  moyen  des  facultés  algorithmi- 
ques, fonctions  découvertes,  il  y  a  plus  d'un  siècle,  par  Yandermonde 
et  désignées  par  lui  sous  le  nom  à" irrationnelles  d'ordres  supérieurs.  Il 
faut  remarquer  que  les  intégrales  sont  alors  données  par  une  seule 
espèce  de  fonctions;  cette  manière  d'intégrer,  utile  dans  certaines  con- 
ditions, ne  permet  pas  de  calculer  les  valeurs  numériques  des  intégrales, 
parce  qu'il  faut  développer  les  facultés  et  que  l'on  obtient  alors,  dans 
la  plupart  des  cas,  des  développements  non  convergents;  il  faut  donc 
effectuer  encore  une  seconde  transformation  pour  obtenir  la  conver- 
gence nécessaire,  et  l'on  retombe  sur  des  expressions  auxquelles  on 
pourrait  arriver  directement  par  d'autres  méthodes.  Wronski,  dans  sa 
théorie  de  la  chaleur,  a  donné  une  équation  intégrée  par  les  facultés 
algorithmiques  {\oir  Nouveaux  systèmes  de  machines  à  vapeur,  i834- 
i835);  il  exprime  sous  forme  finie,  formule  (54)  ou  (Sy),  l'intégration 
d'une  équation  ilifférentielle  très  élevée,  cjui  donne  la  loi  de  la  relation 
de  la  température  intime  des  corps  et  de  leur  densité,  et  par  suite  la 
loi  de  la  force  élastique  des  vapeurs;  mais  lOuvrage  n'ayant  pas  été 
achevé,  l'auteur  n'a  pu  faire  connaître  l'équation  d'où  il  était  parti. 

Il  n'y  a  pas  lieu  de  distinguer  les  équations  qui  peuvent  éti'e  intégrées 
de  celles  qui  ne  le  peuvent  pas,  puiscpie  l'on  peut  toujours  satisfaire  à 
une  équation  donnée,  comme  nous  allons  le  voir.  Seulement  on  pourra 
rencontrer  des  solutions  indiquant  que  l'équation  proposée  est  im- 
possible, si  elle  a  été  formée  au  hasard,  c'est-à-dire  si  elle  ne  répond  à 
aucun  problème  que  l'on  puisse  réellement  rencontrer.  Nous  ne  nous 
occuperons  pas  d'équations  ainsi  formées,  car  il  est  clair  que,  si  l'équa- 
tion ne  représente  rien,  la  solution  n'ayant  aucune  signification,  toute 


(')  On  peut  voir,  dans  le  progianiine  île  rOuviage  cili'',  IV'noncé  en  lettres 
italiques  du  principe  l'ondamenlal  de  la  Tliéorie  de  la  chaleur;  c'est  donc  en 
France,  en  i835,  que  ce  principe  a  été  énoncé  pour  la  première  fois  d'une  ma- 
nière bien  précise;  |)lus  loin  la  foiiuule  (ya)  contient  l'expression  nKitliéiiiali(|iie 
du  même  principe. 
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interprétation  que  l'on  en  ferait  serait  complètement  arlMtraire  et  n'au- 
rait aucune  valeur.  Au  contraire,  les  équations  provenant  d'un  problème 
offrant  une  réalité  conduisent  à  des  solutions  dont  la  signification  est 
bien  déterminée,  et  ces  équations  ont  une  formation  analytique  qui  a 
été  indiquée  pour  la  première  fois  par  Lagrange;  cette  origine  est  la 
seule  que  l'on  ait  à  considérer  ici.  Wronski  a  donné  quelques  indica- 
tions à  cet  égard;  voici  ce  qui  en  est. 

Les  équations  différentielles  doivent  être  classées,  i"  d'après  leur 
ordre  d'indétermination,  2°  d'après  le  nombre  des  variables  qu'elles 
renferment,  3°  d'après  l'ordre  des  différentielles  de  ces  variables.  Il 
existe  d'autres  classifications,  mais  elles  sont  accessoires;  telles  sont 
celles  qui  se  basent  sur  le  degré  de  la  puissance  à  laquelle  se  trouvent 
élevées  les  différentielles,  ou  sur  Tordre  d'indétermination  où  se  trou- 
vent les  variables. 

Puisque  nous  ne  considérons  que  les  questions  présentant  une  en- 
tière réalité,  nous  admettrons  nécessairement  l'existence  d'une  ou  de 
plusieurs  équations  primitives;  c'est  là  la  condition  principale  :  les 
équations  différentielles  n'en  sont  par  suite  que  des  conséquences. 

Soit  le  premier  ordre  d'indétermination  des  équations;  supposons  d'a- 
bord qu'il  n'y  ait  ^ue  deux  variables  et  que  les  différentielles  n'entrent 
qu'au  premier  ordre  :  il  s'agit  de  voir  comment  d'une  équation  primi  - 
live  on  peut  généralement  déduire  une  équation  différentielle.  Or,  une 
pareille  équation  ne  provient  que  d'une  relation  entre  l'équation  pri- 
mitive et  celle-ci  différentiée  ;  de  plus,  toute  relation  entre  deux  équa- 
tions ne  peut  s'établir  qu'en  comparant  deux  quantités  déj^endant 
à  la  fois  de  ces  équations,  ce  qui  revient  à  établir  l'égalité  entre  deux 
fonctions  de  quantités  qui  entrent  dans  les  équations;  soit  donc  9(^7,7) 
lUie  fonction  comprise  dans  l'équation  primitive  que  nous  écrirons 

(a)  '^[x,Y,o{x,y)]  =  o; 

la  fonction  9  devant  se  trouver  encore  dans  l'équation  précédente 
différentiée,  la  relation  cherchée  s'obtiendra'en  éliminant  o  entre  les 
deux  équations.  On  voit  que  cette  fonction  o  ne  peut  être  quelconque, 
puisqu'elle  doit  subsister  malgré  la  différentiation  de  $;  cette  condition 
se  trouvera  remplie  si  la  dérivée  de  '!>  par  rapport  à  o  est  nulle,  parce 
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qu'alors  $  étant,  pour  ainsi  dire,  une  fonction  invariable  de  9,  la  diffé- 
rentiation  de  0  par  rapport  à  la  variable  indépendante  ce  ne  peut  avoir 
d'influence  sur  la  fonction  ç,  et  celle-ci  se  retrouvera  une  fois  l'opéra- 
tion effectuée.  Il  faut  donc  que  l'on  ait 

(p  est  ici  une  Jonction  singulière.  Mais  la  quantité  o  peut  encore  se 
retrouver  dans  la  fonction  <I>,  après  sa  différentiation  par  rapport 
à  X,  si  y  se  réduit  à  une  constante;  celle-ci  pourra  être  éhniinée  et 
donner  lieu  à  la  relation  qui  forme  l'équation  générale  du  premier 
ordre.  En  résumé,  on  sait  qu'en  différentiant  l'équation  primitive,  ce 
qui  donne 

l'élimination  de  o  entre  cette  équation  et  l'équation  primitive  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  l'on  a 

(c)  ($)  =  "'     °"     '^?  =  "- 

Ainsi  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  équivaut  à  deux 
équations  primitives,  l'une  contenant  une  Ibnction  singulière  (p{x,y), 
l'autre  une  constante  arbitraire. 

Si  la  relation  primitive  entre  deux  variables  contient  plusieurs  fonc- 
lions  Çi,  Ço-'  •  •  >  ?|i  d6  ces  mêmes  variables,  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

<\'\x,y,  o,{x,y),  çpn(ir,  r), .  ..,rf^{x,y)]  =  o, 

en  prenant  la  diliérenlicUe  tolal(>  tU;  <1>,  puis  la  dillcrentielle  tolale  de 
celle-ci,  et  ainsi  de  suite,  en  effectuant  p.  opérations  successives,  on 
pourra  éliminer  outre  les  p.  équations  différentielles  et  l'équation  |)ri- 
niitive  les  u.  fonctions  ç,,  f„, . . .,  ipjj,  et  obtenir  une  équation  differcn- 
lielle  d'ordre  a.  Mais,  pour  que  celle  élimination  puisse  se  faire,  il  faut 
que    la    somm(î    des    termes    qui    contiennent    les    différentielles   de 
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©,,  Ça, .  .  ,  ç^,  dans  chacune  des  |x  relations  différentielles  précédentes, 
soit  nulle,  ce  qui  donnera  [x  équations  de  condition  auxquelles  les 
fonctions  (p  doivent  satisfaire;  ces  quantités  y  y  satisferont  toujours  si 
elles  se  réduisent  à  des  constantes.  Ainsi  l'équation  différentielle  du 
p.'""^  ordre  équivaut  à  deux  sortes  d'équations  primitives,  l'une  conte- 
nant ij.  constantes  arbitraires,  et  l'autre  contenant  de  une  à  [j.  fonctions 
singulières  avec  un  nombre  complémentaire  de  constantes  arbitraires. 
Cela  est  connu. 

Dans  le  premier  ordre  d'indétermination  des  équations  renfermant 
trois  variables,  soient  les  deux  équations 

/^x  I  ^.  L^>7,-,?.('i-»J.2J,(j/(a?,j,2)J  =o, 

I  $,[j:,y,  s,çpj(a;,y,s),<{/(a7,j,  s)J  =o; 

ÇijOo  et  ij/  sont  trois  fonctions  contenues  dans  les  fonctions  <!',  et  '^2- 
On  a,  en  différentiant, 

(  (S)"- (^)'^>- (#)«'- (S)''^--(^')^*-". 

et  si  l'on  a 

on  pourra  éliminer  entre  les  quatre  premières  équations  deux  des  trois 
fonctions  ç,,  Çj,  ^,  ou  toutes  les  trois. 

Dans  le  premier  cas,  en  éliminant  les  deux  fonctions  ç),  et  o,  par 
exemple,  on  aura  deux  équations  différentielles  du  premier  ordre 

^^'  1  W._[x,y,z,^{x,y,z),dr,dY,dz,dib{x,Y,z  ^=zo. 

Mais  les  relations  (/)  peuvent  avoir  lieu  dans  deux  cas,  si  les  fonctions 

Juurii.  de  Math.  (,3'  série),  lome  VIII.—  Janvier  i8Sj.  -I 
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o,,  o.,,  6  se  réduisent  à  des  constantes,  ou  si  l'une  d'elles,  ou  deux  ou 
trois  sont  des  fondions  satisfaisant  à  ces  relations.  Si  aucune  de  ces 
fonctions  ne  se  réduit  à  une  constante,  comme  il  n'existe  cjue  deux  re- 
lations {/),  l'une  des  fonctions,  f^  par  exemple,  sera  une  fonction  arbi- 
traire, et  les  deux  autres,  o,  et  9  2,  seront  exprimées  par  les  relations  (/) 
en  fonction  de  vj;  et  de  sa  dérivée.  Ainsi  les  deux  équations  différen- 
tielles du  premier  ordre  équivalent  à  deux  systèmes  d'équations  pri- 
mitives, l'une  où  les  deux  équations  primitives  contiennent  deux  con- 
stantes arbitraires,  et  l'autre  oii  elles  contiennent  une  ou  deux  fonctions 
singulières  ç,  et  ç),  telles  que  celles-ci  satisfassent  aux  conditions  {/). 
Dans  le  second  cas,  en  éliminant  les  trois  fonctions  ç,,  Çai  ^  entre 
les  quatre  équations,  ou  aura  l'équation  différentielle  du  premier  ordre 

[h)  w,  OL-,y,  2,  dx,  dy,  dz    =  o. 

Cette  équation  équivaut  encore  à  deux  systèmes  d'équations  primitives 
entre  les  variables  :  dans  l'un,  les  trois  fonctions  o,,  Oo,  1}^  se  réduisent 
à  trois  constantes  arbitraires;  dans  l'autre,  les  équations  primitives 
contiennent  une,  deux  ou  trois  fonctions  singulières  satisfaisant  aux 
conditions  (/);  celles-ci  pouvant  contenir  une  fonction  arbitraire  4', 
les  équations  primitives  contiennent  alors  cette  fonction  arbitraire  et 
sa  dérivée,  puisque,  en  vertu  de  {/),  les  fonctions  o,  et  ç-j  s'expriment 
au  moven  de  i{>  et  de  sa  dérivée. 

Généralement,  pour  le  premier  ordre  d'indétermination  des  équa- 
tions de  V  variables  et  d'ordre  fi  des  différentielles,  il  faudrait  supposer 
l'existence  de  v  —  i  équations  primitives  contenant  deux  systèmes  des 
fonctions  singulières  des  v  variables  :  p.(v  —  1)  fonctions  o  ordinaire- 
ment différentes  dans  les  v  —  i  équations,  et  v  —  2  fonctions  i{^  qui  se 
trouvent  dans  chacune  des  écjuations.  On  aurait  ainsi  le  système 
d'é([uations  primitives 

Ces  a(v  —  i)  -H  V    -  2  fonctions  singulières  peuvent  se  réduire  toutes 


•  •  -'fiu.? 

I. 

,^.,. 

..<iv-.l 

1  =  0, 

•    ••?2,M 

^. 

>'^2,- 

..•V.) 

=  0, 

.  .  .55/.,    ■■„, 

.   '.!>, 

.  ^'^0. 

..'^..  .) 

=;  0. 
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H  des  constantes  arbitraires;  on  aura,  dans  ce  cas,  un  premier  système 
d'équations  primitives,  les  équations  différentielles  provenant  de  l'éli- 
mination de  ces  constantes  entre  les  équations  primitives  et  les  équa- 
tions que  l'on  en  déduirait  en  les  différentiant  jusqu'à  l'ordre  \i..  Si  les 
fonctions  singulières  ne  se  réduisent  pas  toutes  à  des  constantes,  elles 
seront  déterminées  par  des  relations  que  l'on  établirait  facilement 
comme  plus  haut,  ce  qui  permettrait  de  les  éliminer  entre  les  équa- 
tions primitives  et  ces  mêmes  équations  différentiées  jusqu'à  l'ordre  rx. 
de  manière  à  former  le  système  des  équations  différentielles.  Les  équa- 
tions (j)  forment  alors  un  second  système  d'équations  primitives.  On 
verrait  dans  ce  cas,  s'il  v  a  moins  de  v  —  2  constantes  arbitraires,  qu'on 
ne  peut  déterminer  plus  de  p.(v  —  i)  fonctions  smgulières,  à  cause  du 
nombre  de  relations  de  condition,  qui  est  \).\y  —  i),  et  les  autres  fonc- 
tions singulières  sont  arl)itraires. 

On  verrait  encore  qu'en  partant  de  l'un  ou  de  l'autre  système  d'équa- 
tions primitives,  on  pourrait  éliminer  \i.[v  —  \)  constantes  arbiti'aires 
ou  fonctions  singulières  ou  un  plus  grand  nombre  de  ces  constantes  ou 
de  ces  fonctions,  ce  qui  donnerait  un  système  de  v  —  i  équations  diffé- 
rentielles ou  un  nombre  moindre. 

Les  équations  aux  différentielles  partielles  proviennent  des  ordres 
d'indétermination  des  équations  supérieiu's  au  pi'emier.  Nous  ne  pou- 
vons donner  ici  des  développements  aussi  étendus  que  le  comporte  la 
question  de  la  formation  des  équations  différentielles;  on  pourra  con- 
sulter à  ce  sujet  V Introduction  à  la  Philosophie  des  Mathématiques,  d'où 
nous  avons  extrait  en  partie  ce  qui  précède  ('). 

Enfin,  il  faut  encore  faire  une  remarque  importante  sur  l'habitude 
que  l'on  a  de  traiter  les  cpestions  d'intégration  au  moyen  de  considé- 
rations géométriques;  cette  méthode  ne  peut  conduire  à  rien  de  général, 
par  la  raison  que  la  Géométrie  et  l'Analyse,  l'Algorithmie  pour  mieux 
dire,  sont  deux  sciences  indépendantes  l'une  de  l'autre  en  principe.  La 
première  est  une  science  qui  n'admet  que  l'idée  d'espace  pour  tmique 
élément  concret,   et  la  seconde  que  l'idée  de  nombre.  Ces  sciences 

(')  iVous  avons  indiqué  ce  qui  précède  pour  bien  préciser  ce  que  nous  enten- 
dons par  solutions  singulièi-es  et  fonctions  singulières;  la  suite  exigerait,  pour 
être  développée,  des  notations  spéciales;  nous  aurons  occasion  d"v  revenir  plus 
tard. 
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n'ont  de  commun  que  la  partie  purement  abstraite;  il  en  résulte  qu'une 
théorie  géométrique  traduite  en  analyse  ne  peut  donner  nécessairement 
une  théorie  complète  d'Analyse  :  elle  ne  peut  le  faire  que  d'une  manière 
contingente.  C'est  pour  cette  raison  que  la  Géométrie  symbolique  à 
laquelle  on  a  été  conduit  ne  peut  faire  faire  de  véritables  progrès  à 
l'Analyse.  La  représentation  géométrique  des  imaginaires  est  également 
inutile  tout  au  moins,  par  la  raison  que  la  forme  générale  des  quantités 
algébriques  est 

a„  +  pa,  +  G-rto  -h  .  .  .  -I-  (i"'~'  rt,„_  I , 

au  lieu  de  a  -h  bsj —  i ,  (S  étant  une  racine  m'™"  de  l'unité.  Ces  deux 
formes  sont,  il  est  vrai,  équivalentes  au  fond,  car,  en  supposant  que 
l'on  réduise  toutes  les  quantités  imaginaires  de  la  première,  on  retombe 
évidemment  sur  la  forme  a  +  &  y  —  '  ?  '"«lis  cette  réduction  ne  peut  se 
faire  arbitrairement  sans  faire  disparaître  certaines  conditions  du  pro- 
blème que  l'on  traite  et  dont  il  faut  nécessairement  tenir  compte  :  une 
telle  réduction  peut  rendre  la  solution  très  difficile,  sinon  impossible, 
puisqu'elle  particularise  la  forme  des  quantités.  On  verra  plus  tard 
quelle  est  l'importance  de  cette  remarque. 

Ainsi  les  méthodes  géométriques  ne  peuvent  être  généralement  ad- 
mises comme  auxiliaires  des  méthodes  algorithmiques;  c'est  ce  que 
Wronski  a  compris  le  premier;  en  suivant  ses  indications,  nous  parvien- 
drons à  l'intégration  complète  des  équations,  sans  avoir  besoin  de  nous 
appuyer  sur  aucune  considération  géométrique. 

Nous  n'avons  pas  à  insister  davantage  sur  les  observations  qui  pré- 
cèdent :  il  suffit  de  les  signaler  pour  l'instant;  nous  aurons  occasion 
d'y  revenir  avec  plus  de  détails  dans  ce  qui  va  suivre.  Nous  allons 
maintenant  entreprendre  l'intégration  des  équations  en  examinant 
d'abord  les  équations  différentielles  ne  contenant  qu'une  variable  in- 
dépendantes, puis  les  équations  aux  différences  finies  dans  lesquelles 
l'inconiuie  ne  dépend  aussi  que  d'une  seule  variable.  Nous  examine- 
rons ensuite  comment  on  peut  intégrer  les  équations  contenant  des 
différences  ou  des  différentielles  d'une  fonction  de  plusieurs  variables 
indépendantes,  et  enfin  les  équations  .simultanées  primitives  ou  non. 
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INTÉGRATION    DES    ÉQUATIONS   DIFFERENTIELLES    NE    CONTENANT 
QU'l'NE    seule    VARIABLE    INDÉPENDANTE. 

Nous  rappelons  que,  pour  résoudre  une  équation  généralement 
quelconque,  il  s'agit  de  trouver  une  fonction  qui,  mise  à  la  place  de 
l'inconnue,  satisfasse  identiquement  à  l'équation  proposée.  L'expres- 
sion (2  est,  comme  on  l'a  vu,  une  expression  générale  de  la  quantité 
inconnue  >' qui  satisfait  à  l'équation  donnée 

(12)  o{y)  =  o 

jNIaintenant  y  est  considéré  comme  fonction  d'une  variable  indépen- 
dante X,  et  la  fonction  0  contient,  outre  l'inconnue  ret  la  variable  x, 
les  différentielles  de  ces  deux  quantités.  La  question  se  ramène  donc, 
pour  intégrer  l'équation  (12),  à  introduire  dans  l'expression  (2)  la  va- 
riable X  et  a.  calculer  les  dérivées  des  divers  ordres  de  l'inconnue  vqui 
v  entrent.  Pour  ce  dernier  objet,  on  est  conduit  à  considérer  générale- 
ment une  fonction  de  l'inconnue  F (r),  F  étant  une  fonction  donnée; 
on  sait  d'ailleurs  que  dans  certains  cas  la  véritable  inconnue  d'un  pro- 
blème n'est  pas  précisément  la  quantité  y  qui  entre  dans  l'équation 
du  problème,  mais  une  fonction  de  cette  quantité,  telle  que  sin^ 
par  exemple;  nous  en  avons  déjà  trouvé  un  exemple  dans  la  résolu- 
tion de  réc|uation  transcendante  que  nous  avons  traitée  plus  haut. 
Pour  cette  raison,  nous  substituerons  à  l'expression  ( 2 )  l'expression 
plus  générale  (3),  savoir 

F(y)  =  F(h-;  -  ?(«-;;^^^^  +  [?(*.•),--- ^^^^ 

Nous  nous  proposons  donc  de  trouver  une  fonction  déterminée  F  de 
la  quantité  y  donnée  par  l'équation  différentielle  (  12  ). 

Formation  de  i équation  réduite.  —  D'après  ce  que  nous  avons  déjà 
dit,  la  quantité  fondamentale  w  qui  entre  dans  l'expression  (3)  est  ici 
une  fonction  de  x:,  la  fonction  F((v),  également  fonction  de  .r.  devra 
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être  aussi  rapprochée  que  possible  de  la  fonction  cherchée  F  (y), 
et  elle  sera  déterminée  par  une  équation  déjà  désignée  sous  le  nom 
adéquation  réduite.  Cette  équation  devra  ainsi  différer  le  moins  pos- 
sible de  l'équation  proposée  (12);  de  cette  manière,  la  fonction  9  [w) 
étant  constamment  réduite  à  sa  valeur  minim.i,  l'expression  fondamen- 
tale possédera  le  maximum  de  convergence. 

La  marche  à  suivre  est  donc  ici  la  même  que  celle  que  nous  avons 
indiquée  dans  le  cas  des  équations  primitives,  en  introduisant  toutefois 
les  modifications  dues  à  la  nature  des  équations  différentielles,  comme 
nous  allons  le  voir. 

Nous  formerons  l'équation  réduite  en  introduisant  dans  l'équation 
proposée  ime  quantité  arbitraire  w,  soit  en  coefficient,  soit  en  expo- 
sant, de  telle  sorte  que  l'équation  transformée 

(i3)  91  y,  w:  =  o, 

pour  w  -^  I .  reproduise  l'équation  proposée,  qui  est.  d'après  cette  no- 
tation. 

(i3)'  9(^,11=0, 

et  pour  oj  =r  o  donne  l'équation  réduite 

(i3)"  9  {y,  o)  =  o. 

Cette  équation  devra  être  résoluble  par  des  procédés  ordinaires  et 
devra  ainsi  différer  aussi  peu  qu'il  se  pourra  de  l'équation  (  i3/;  elle 
sera  une  équation  différentielle  de  même  ordre  que  la  proposée,  afin 
d'admettre  le  même  genre  de  solution. 

Or  cette  réduction  est  toujours  possible;  on  conçoit  même  qu'elle 
puisse  être  faite  de  plusieiu-s  manières,  ce  qui  laisse  un  certain  arbi- 
traire dans  cette  réduction.  On  peut  ainsi,  au  moyen  de  l'équation  ré- 
duite, introduire  dans  la  solution  même  del'écjuation  pro|)()sée  diverses 
espèces  de  fonctions,  généralement  des  transceiidanles  d  ordres  plus 
ou  moins  élevés.  Ces  fonctions  fondamentales,  dont  les  propriétés  de- 
vront être  nécessairement  bien  connues,  conduiront  dans  certains  cas 
à  des  solutions  finies,  ainsi  que  nous  l'avons  dit  plus  haut,  llemar- 
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q lions  aussi  que  chacune  de  ces  fonctions  nécessitera  préalablement 
une  étude  particulière,  et  leur  usage  exigera  l'emploi  de  tables  spé- 
ciales pour  chacune  d'elles;  il  est  donc  important  de  chercher  à  ré- 
duire ces  fondions  au  nombre  strictement  nécessaire,  ce  qui  est  d'ail- 
leurs indispensable  dans  les  applications. 

Pour  cela,  comme  on  va  le  voir,  l'équation  réduite  peut  être  ramenée 
dans  tous  les  cas  à  être  une  équation  différentielle  linéaire  à  coeffi- 
cients constants,  toujours  intégrable  théoriquement  et  d'une  manière 
finie,  et  cette  solution  permet  de  n'introduire  que  des  transcendantes 
de  la  forme  e^^,  où  /•  est  une  constante,  c'est-à-dire  des  exponentielles 
ou  des  sinus  d'un  ordre  quelconque  suivant  que  r  sera  réel  ou  imagi- 
naire. Elles  sont,  en  y  joignant  les  logarithmes  fonctions  inverses  des 
exponentielles,  les  seules  transcendantes  nécessaires;  ces  fonctions 
sont  élémentaires  et  bien  connues  ('  ). 

Ainsi,  d'après  cette  théorie,  contrairement  aux  opinions  admises,  les 
autres  transcendantes,  cpielles  qu'elles  soient,  ne  peuvent  se  rencon- 
trer que  dans  des  problèmes  particuliers,  et  rien  ne  conduit  à  les  intro- 
duire nécessairement  dans  les  calculs;  au  contraire,  elles  sont  facile- 
ment exprimables  au  moyen  des  transcendantes  élémentaires  que  nous 
venons  de  citer;  nous  aurons  occasion  de  nous  en  rendre  compte  en 
exposant  une  autre  méthode. 

En  formant  une  équation  réduite  à  coefficients  constants,  nous  ob- 
tenons dans  tous  les  cas  une  réduction  uniforme,  ne  comportant  rien 
d'arbitraire,  ce  qui  est  un  caractère  des  solutions  théoriques,  telles 
que  Wronski  les  a  définies.  La  quantité  F ((v)  formera  donc  encore 
ici  la  partie  essentiellement  théorique  et  finie  de  la  solution,  et  la  série 
des  autres  termes  de  l'expression  (3)  formera  la  partis  technique 
et  indéfinie,  partie  qui  existera  généralement.  La  solution  sera  con- 
sidérée comme  théorique,  quand  cette  seconde  partie  sera  aussi 
réduite  que  possible,  et  l'expression  donnant  la  solution  cherchée 
atteindra  le  maximum  de  convergence. 

La  formation  de  l'écpiation  réduite,  telle  que  nous  l'indiquons,  con- 


(')  Les  sinus  d'ordres  supérieurs  sont  cependant  des  fonctions  encore  peu  con- 
nues; nous  en  donnerons  les  propriétés  toutes  les  fois  que  l'occasion  s'en  présen- 
tera. 
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duit  à  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  par  suite  de  l'intro- 
duction unique  de  constantes  arbitraires  ;  quant  aux  solutions  singu- 
lières, on  pourrait  les  obtenir  soit  en  les  déduisant  de  l'intégrale  géné- 
rale, soit  en  modifiant  convenablement  la  formation  de  l'équation 
réduite. 

Calcul  de  l' inconnue.  —  Pour  opérer  comme  nous  venons  de  le  dire, 
nous  mettrons  l'équation  différentielle  proposée,  supposée  d'ordre  /x, 
sous  la  forme  suivante,  ce  que  l'on  peut  toujours  faire, 

^  [x)  est  une  fonction  quelconque  de  la  seule  variable  x  et  les  coef- 
ficients Ho, H,,  ...,  H[i peuvent  être  des  fonctions  quelconques  de  x,  de 
la  fonction  inconnue  j  et  de  ses  dérivées  des  divers  ordres,  pourvu 
qu'ils  ne  dépassent  pas  l'ordre  jj.,  qui  est  l'ordre  le  plus  élevé. 

Pour  plus  de  simplicité,  nous  pourrons  écrire  cette  équation  ainsi  : 

en  convenant  de  laire  varier  l'indice  cr  de  o  à  [j.  pour  obtenir  tous  les 
termes  compris  sous  le  signe  2. 

Considérons  les  variations  de  l'inconnue,  correspondantes  à  des 
valeurs  de  la  variable  indépendante,  comprises  entre  deux  limites  quel- 
conques, mais  déterminées,  p  et  q.  Soient  y^  et  y^  les  deux  valeurs  àe y 
correspondantes  ;  la  fonction  F  variera  entre  les  limites  t^y^)  et  F(j'j)  ; 
si  nous  désignons  par  |3  une  valeur  de  j' telle  que  la  quantité  F(|5)  soit 
sensiblement  la  moyenne  entre  les  quantités  F (j^)  et  F(jy),  a  étant  la 
valeur  de  x  correspondante,  les  valeurs  «  et  ]3  de  a;  et  de  y  sont  ce  que 
Wronski  appelle  valeurs  moyennes;  nous  les  supposerons  provisoire- 
ment COIUUU'S. 

Appelons  /i^  ce  que  devient  le  coefficient  général  II^,  quand  on  y 
remplace  les  quantités^-,  jet  leursdérivéespar  leurs  valeurs  moyennes; 
nous  pourrons  introduire  la  quantité  arbitraire  w  comme  il  suit,    et 
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prendre  pour  l'équation  transformée  (  i3)  l'équation 

(■5)  !£>•  ©"-*'-)  =  "• 

Car,  pour  w  =  i,  nous  obtenons  l'équation  proposée  fi4  i  .  f*t  pour 
w  =  o  l'équation  réduite  à  coefficients  constants 


(.6)  V^g/,,_^(^)=.o. 

Tel  est  le  moyen  de  former  généralement  l'équation  réduite. 

Quant  à  la  solution  de  cette  dernière,  l'inconnue  r  étant  ici  la  valeur 
fondamentale  que  nous  avons  dénotée  par  w,  en  désignant  par 
m,,  m^,  ■ . .,  m^  les  p.  racines  de  l'équation  caractéristique 

(17)  l^y.m'^  -^  i\,.-\fii-^^*  —  ...  -" /'„  =  0, 

nous  aurons 

(17)'  tv  =  II,  e'«  ^  [M^  +  N^  /  <]>  ( X )  e-'"^'^dx], 

M<j  est  une  des  p.  constantes  arbitraires  de  l'intégration,   et  N^  ime 
constante  dont  la  valeur  est 


/'fiC'""  —  mi)i  m,  —  m,) . .  .(m^  —  m^) 


l'indice  c  variant  de  i  à  //.. 

Il  peut  être  nécessaire,  dans  certains  cas,  d'introduire  luie  fonction 
arbitraire  dans  l'équation  réduite,  afin  de  lever  certaines  difficultés 
qui  se  présentent  parfois.  Pour  cela  on  peut  ajouter  cette  fonction  ar- 
bitraire xi^)  ^^  second  membre  de  l'équation  transformée,  poiu'  ne 
pas  modifier  la  forme  de  la  valeur  fondamentale  w;  cette  équation 
sera  donc  généralement 

Journ.  de  Math.  (3'  série),  tome  VUI.  —  Janvier  i88j.  'J 
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équation  qui  reproduit  l'équation  proposée  pour  w  =  ■ .  et  fournit  l'é- 
quation i-éfluite 

iq  \    -j^h„ — 'ifix'] —  Yfa-i  =  o, 

pour  Ci)  =  o.  Si  la  fonction  ^{x)  est  nulle,  il  convient  de  prendre  pour 
la  fonction  arbitraire  /(a;)  l'exponentielle  se""^,  .y  et  r  étant  des  con- 
stantes qu'il  faut  déterminer  convenablement;  de  cette  façon  l'expres- 
sion de  la  valeur  fondamentale  »•  conserve  la  forme  qu'elle  aurait  dans 
le  cas  où  la  fonction  arbitraire  n'existerait  pas. 

Ajoutons  que,  si  l'équation  caractéristique  (i  7  j  a  des  racines  imagi- 
naires, les  exponentielles  de  l'expression  (17)  devront  être  remplacées 
par  des  fonctions  de  sinus  d'un  ordre  plus  ou  moins  élevé,  comme  l'a 
montré  le  premier  M.  Yvon  Yillarceau  dans  le  ^lémoire  déjà  cité; 
nous  en  verrons  des  exemples. 

Nous  avons  vu  que  les  différentielles  qui  entrent  dans  l'expression 
fondamentale  (3Ksont  prises  seulement  par  rapport  à  la  quantité  w, 
celle-ci  étant  une  fonction  de  x  qui  est  maintenant  déterminée  d'une 
manière  générale.  Pour  les  calculs  nous  remplacerons  les  différen- 
tielles des  fonctions  ç  et  F  par  leurs  dérivées  par  rapport  à  w\  nous 
aurons  donc,  à  la  place  de  l'expression  (3  ,  l'expression 

/F(j)  =   F(«.)-?(«.);^^) 

1  div 

(19),  '  d-^{w)  d-¥{w)   _  cr-a{w)  dF{iv) 

II  r     /     \To      div          dw^                 dn--          dw 
^5t?M]- Vd^r^^ 
L    d.v     I 

En  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  w  de  certaines  fonctions  de  x. 
que  nous  désignerons  généralement  par  /"(.r),  nous  aurons 

/  dj\x-)    ^  d/{x)  djc 
I      dtv  dx      dw' 

\  d\f{x)  _  d\f{x)  (dx\-       df(x)  d'jc 
1 30)     {     div-     ~     djc-     \dw)  "*       dr"  dïv^' 

dxv^  dx^     \dxv)  du'      dw'-  dw  "*"      dx      dw^' 
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Nous  avons  de  plus  à   calculer  les  dérivées  de  x  par  rapport  à  w,  ce 
qui  donnera 


dx              l 
dn'    "  dw' 
dx 
d^x               d'iv        i 

d^x          \^fd-sv\-        dw 
d^^  ~"  Y    XcLP")    ~  d7r 

■  d'iv'       I 

""JfsT" 

Wronski  a  donné  l'expression  générale  de  ces  dérivées  pour  les  dit- 
férents  ordres;  les  valeurs  précédentes  suffisent  pour  l'instant. 

Nous  pouvons  maintenant  porter  les  valeurs  des  dérivées  de  F{w)  et 
(p{w)  dans  l'expression  précédente  (19),  ;  pour  cela,  remarquons  que 
ces  fonctions  ne  dépendent  que  de  la  variable  x,  puisque  w  est  une 
fonction  de  x;  il  en  résulte  que,  en  appliquant  les  expressions  (20) 
et  (21),  où /{x)  peut  représenter  l'une  des  deux  fonctions  Fou  ©, 
nous  avons 

F(y)  =.  F(«.)  -  ?Hy.^^)^^  [-^) 

r/^FK)\  . 

dx''-      J 


\     dx 

/  ■-  '  I    I  /         \    I"  '  I    1'  do(  (f  1    \   ; 

■       '       \  3|^'      '  I    /t/ip(iv)\-'  L\     dx     J\ 

[    dx     ) 


d'-<^(w)\(d¥{w) 


dx'^      I  \    dx 


Déplus,  on  a  encore  besoin  des  dérivées,  par  rapport  à  x,  prises  sur  la 
seule  variable  j  de  la  fonction  F(  j ;  ;  soit  (       .  ;^    )  la  dérivée  d'ordre  v. 


dx' 

la  fonction  F(y)  étant  quelconque  ;  on  peut  admettre  qu'elle  représente 
la  dérivée  en  question;  par  suite,  l'expression  (22)  donne 

'   id'Fir)\       /V/'F(..)\  _  . A^'"'F("') 

[\dx^      )^[     dx^     )        ^^^^1 /d^{.v)\  \     dx^*^ 


V    dx 
\    àx    ) 
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En  particulier,  si  F(y)  se  réduit  à  v,  il  vient 


y 


w  —  o[w , 


(Al- 


-Mi^W 


'o{w)\ 


1  et 


/d  !p  (w) 


r/do(w 


d'iX' 

dj-- 


d'<f(n') 
dx- 


^•1 
dx\ 


d^y        rf'iv  ,     , 

d/r'  di:'  ^^      ' 


I  d-*\v 

rfy(tv)\    Z^ 
dx 


t?('*')]'7rf^) 


dx 


da{w)\d- 
dx     )  du 


d-o(iv 
dx- 


Enfin,  il  faut  encore  calculer  les  dérivées  de  F(h'),  de  o{w)  et  de  w 
par  rapport  à  a-.  La  forme  de  la  fonction  F  n'étant  pas  explicitement 
donnée  ici,  bien  qu'elle  soit  connue  dans  chaque  cas  particulier,  on 
ne  peut  effectuer  pour  l'instant  le  calcul  de  ses  dérivées;  il  suffirait 
évidemment  de  substituer  à  la  quantité  w  sa  valeur  donnée  par  (17)', 
et  à  ses  dérivées,  si  elles  existent,  les  valeurs  que  l'on  obtiendrait  en 
prenant  les  dérivées  successives  du  deuxième  membre  de  l'expres- 
sion (17)'.  Cependant,  w  n'étant  qu'une  première  valeur  approchée  de 
l'inconnue  y,  on  pourra  faire  usage  de  la  relation  différentielle  pro- 
posée (i4)  pour  obtenir,  avec  la  plus  grande  exactitude  possible,  les 
dérivées  cherchées  à  partir  de  la  fy.'""'". 

Pour  ce  qui  concerne  la  fonction  ip,  nous  avons,  d'après  [il\)' , 


(23) 


Ç)(mP')  = 


dx' 


K  -^i^-). 


en  désignant  ici  par  11^  la  valeur  que  prend  le  coefficierit  H^  quand 
on  V  remplace  V  par  «■;  on  peut  éliminer  la  plus  haute  dérivée  de  w  au 
moyen  de  l'équation  réduite. 

Ou  obtient  ensuite,  en  ne  prenant   la  dérivée  Af  o[y)  que  sur  la 
variable  y, 

dx     )       Z^u,  dx' 


lais,  eu  prenant  aussi  la  dérivée  totale  siu'  la  même  fonction  ?(/), 
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f/.r 


o, 


par  suite,  en  retranchant  le  premier  membre  de  cette  égalité  <lu  second 
membre  de  la  précédente  et  changeant  y  en  »\  on  obtiijnt 


En  opérant  de  même,  on  a  encore 

'  v'     /       Zii.  ^  f/-^'-^'  L  V  djc  )         dx  J 


LV  «^■^'  /         dx'  \'^      dx'     '' 


d'w  I 
i  dx' 


etainside  suite.  D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  les  dérivées  ( -^ 

•  •ne  subsistent  qu'autant  que  le  coefficient  R,,  contient  la 


\  dx 

quantité  w,  puisque  les  dérivations  ne  sont  effectuées  ici  que  sur  des 

fonctions  de  w^"  (')■  Dans  les  sommes  1,  g  varie  de  zéro  à  [j.. 

Enfin,  pour  ce  qui  est  de  la  valeur  fondamentale  w,  l'équation  ré- 
duite donne,  d'après  (17)', 


dx- 


■l 


."••Mte'^S^N,^, 


Ici  l'indice  a  varie  de  i  à  p.. 


(')  Si  les  coefficients  H'  ne  sont  que  des  fonctions.de  ip  et  si  -^{x)  est  nul,  les 
expressions  (aS)',  (28)"  sont  nulles  identiquement,  et  les  expressions  (22),  (22)', 
(22)"  ont  leurs  termes  infinis,  sauf  le  premier;  dans  ce  cas  il  faut  recourir,  pour 
le  calcul  de  l'inconnue,  aux  formules  de  la  génératrice  neutre,  lesquelles  sont 
les  réduites  de  certaines  fractions  continues  toujours  con\ergentes. 
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Si  la  fonction  ^{x)  est  se''"',  en  faisant  r  =  mo,  s  et  r  étant  des  con- 
stantes, et  posant 


M„ 


(2.5) 


/i^{»i^—  mi){m„—  m,)(m„—m^) .  .  .{m^  —  ni^) 


h^^m^  -+-  /i^-i  /»  J  '  -t- .  .  .  -i-  ^0 


(26)  ■  et 


Il  est  facile  de  vérifier  que  cette  expression  de  w  et  celles  de  ses 
dérivées  rendent  identique  l'équation  réduite 

Dans  ces  dernières  sommes,  l'indice  c  varie  de  zéro  à  pi.  De  même 
qu'il  a  été  dit  plus  haut,  on  peut,  à  partir  de  la  ij}"""^  dérivée,  faire  usage 
de  la  relation  différentielle  proposée  pour  calculer  les  dérivées  des 
ordres  supérieurs,  de  préférence  aux  relations  précédentes  (  24)  ou  (  26), 
afin  d'obtenir  un  plus  haut  degré  d'approximation. 

On  doit  remarquer  que  la  valeur  moyenne  de  la  fonction  cherchée 
¥{y)  est  donnée  exactement  par  l'équation  réduite  (19);  il  en  résulte 
que,  pour  la  valeur  moyenne  de  j,  l'expression  (22)  se  réduit  à  son 
premier  terme,  et  tous  les  autres  sont  nuls.  Pour  les  valeurs  voisines 
de  la  valeur  moyenne  de  l'inconnue,  l'expression  (22)  est  très  conver- 
gente, et  cette  convergence  diminue  généralement  à  mesure  que  la 
valeur  de  y  s'éloigne  de  cette  valeur  particulière.  La  valeur  moyenne 
doit  donc  être  choisie  de  telle  sorte  qu'elle  corresponde,  autant  que 
possible,  à  la  movenne  des  variations  de  la  fonction  cherchée;  la  con- 
vergence de  l'expression  (22)  se  trouve  ainsi  à  peu  près  la  même  pour 
les  valeurs  extrêmes  considérées  yo  et  y  de  .r.  Quant  au  nombre  de 
termes  que  l'on  doit  ])rendre  pour  obtenir  la  quantité  cherchée,  il 
dépend  à  la  fois  de  l'approximation  que  l'on  veut  obtenir  et  de  la  va- 
riation des  valeurs  de  y  par  rapport  à  sa  valeur  moyenne.  Si,  pour 
certaines  valeurs  assez  éloignées  de  cette  dernière,  l'expression  (22) 
n'était  plus  suffisamment  convcTgente,  ou  même  était  divergente,  il 
faudrait  avoir  recours  aux  formules  (lo)  et  (ii)  de  la  génération  neutre 
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[voir  la  Note  de  janvier  1881),  ou  à  la  méthode  d'exhaustion ,  ou 
encore  à  ces  deux  moyens  à  la  fois. 

Ici  l'application  de  la  méthode  d'exhaustion  se  présente  plutôt  comme 
un  simple  procédé  que  comme  une  véritable  méthode;  nous  conser- 
vons cependant  le  nom  de  méthode  d'exhaustion,  à  cause  de  son  origine. 

Pour  indiquer  que  l'on  fait  usage  de  la  méthode  d'exhaustion,  nous 
écrirons  l'expression  (22)  de  la  manière  suivante  : 

>7)  F(v)  =  F(«0-ç,(«.,.07^^;^(i—(^)  --•■■, 


et  l'on  donnera  à  w  une  valeur  convenable  comprise  entre  zéro  et 
l'unité. 

Si  w-<i,  F(j')  n'est  plus  alors  la  quantité  cherchée,  mais  cette  fonc- 
tion doit  être  considérée  comme  étant  une  nouvelle  valeur  fondamen- 
tale F(m',).  On  calculera  donc  les  déi'ivées  - — ; — ~,  - — ,  '  '   — ,  et,  en 

donnant  à  u,  que  nous  désignerons  spécialement  ici  par  w,,  une  valeur 
plus  grande  que  la  première  fois,  on  reportera  la  fonction  F((*',  )  et  ses 
dérivées  dans  l'expression  (27),  et  l'on  obtiendra  une  nouvelle  va- 
leur Y[w^)  sur  laquelle  on  opérera  comme  on  vient  de  le  faire 
sur  F  (»-,),  à  moins  que  l'on  ait  pu  faire  w,  =  i,  cardans  ce  cas  Y[w^) 
n'est  autre  que  F  f  v; . 

Détermination  des  constantes.  —  Nous  venons  de  donner  toutes  les 
expressions  nécessaires  pour  obtenir  la  valeur  de  la  fonction  cherchée 
avec  autant  d'approximation  qu'on  peut  le  désirer;  il  ne  nous  reste 
plus  qu'à  déterminer  les  constantes  d'intégration  et  les  valeurs  dites 
moyennes. 

Admettons  que  ces  valeurs  moyennes  diffèrent  des  valeurs  initiales, 
qui  fixent  les  constantes  d'intégration  ;  la  valeur  initiale  a  de  x  cor- 
respondant aux  valeurs  respectives  de  y  et  de  ses  p-  —  i  premières  dé- 
rivées è,  i,  i" ô'!^"'',  fait  connaître   la  quantité  F(6'l, — j — -,•••; 

les  expressions  précédentes  (22)  et  (22)'  nous  donnent  alors,  au  moyen 
de  la  valeur  fondamentale  «'  qui  contient  les  y.  constantes  M,,  Mo M^, 
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p,  relations  qui  serviront  à  déterminer  ces  constantes.  Ces  relations  sont 
p.  équations  transcendantes,  primitives,  simultanées,  en  prenant  dans 
les  expressions  (22)  et  (22)'  autant  de  ternies  qu'il  en  faut  pour  avoir 
une  approximation  suffisante.  Ce  système  peut  être  résolu  comme  nous 
l'indiquerons  plus  loin. 

Connaissant  donc  les  valeurs  des  constantes,  cpii  sont  fonctions  des 
valeurs  moyennes,  si  nous  faisons,  pour  la  valeiu'  moyenne  a.  de  x, 

y=:  j3  et  — 7^  — /S^^',  nous  aurons  à   déterminer  les  quantités   /3,  p', 

&",...,  fi^^K  au  moyen  des  expressions  (22)".  Mais  ici  ces  expressions  se 
réduisent  à  la  valeur  fondamentale  donnée  par  l'équation  réduite  et 
à  ses  dérivées,  et  ces  quantités  contiennent  explicitement  les  valeurs 
des  constantes,  lesquelles  seront  remplacées  par  leurs  expressions  en 
a,  jS,  p',  ...,  que  nous  supposons  maintenant  connues;  nous  avons 
donc  encore  à  résoudre  un  système  de  p.  équations  primitives  comme 
précédemment.  Il  est  à  remarquer  que  la  dérivée  jS'^^'  est  générale- 
ment donnée  par  l'équation  proposée  même. 

Ces  résolutions  successives  sont  possibles,  bien  qu'elles  entraînent 
à  des  calculs  très  compliqués,  mais  on  peut  toujours  les  éviter  Pour 
cela,  on  peut  prendre,  dans  la  plupart  des  cas,  les  valeurs  initiales  pour 
valeurs  moyennes  :  alors,  le  premier  système  d'équations  simultanées 
se  réduisant  aux  expressions  provenant  de  l'équation  réduite,  les 
p.  constantes  sont  données  par  la  résolution  de  simples  équations  li- 
néaires 

Dans  le  cas  où,  pour  la  suite  des  calculs,  il  conviendrait  de  prendre 
les  valeurs  moyennes  différentes  des  valeurs  initiales,  on  peut,  pour 
commencer,  confondre  ces  deux  systèmes  de  valeurs  ainsi  que  nous 
venons  de  le  faire,  et  ensuite  calculer  comme  une  valeur  quelconque 
les  valeurs  particulières  de  y  et  de  ses  dérivées  qui  sont  les  véritables 
valeurs  moyennes,  puis  considérer  ces  nouvelles  quantités  à  la  fois 
comme  nouvelles  valeurs  initiales  et  comme  valeurs  moyennes,  de  telle 
sorte  que  les  nouvelles  constantes  seront  encore  déterminées  par  un 
système  d'équations  linéaires  simultanées.  Ainsi,  il  est  toujours  possible 
de  déterminer  les  constantes  d'intégration  et  les  valeurs  moyennes  par 
la  résolution  de  simples  équations  du  premier  degré,  et  par  le  calcul 
ordinaire  de  quantités  inconnues  au  moyen  de  la  méthode  secondaire. 
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Il  faut  encore  remarquer  que,  puisqu'il  n'y  a  que  le  changement  <lcs 
\aleuis  moyennes  qui  distingue  les  deux  systèmes  d'équations  linéaires 
flont  nous  Aenons  de  parler,  il  n  y  a  qu'à  substituer  les  secondes  va- 
leurs moyennes  dans  le  prenner  système  d'équations  du  premier  degré 
j)our  obtenir  le  second,  de  sorte  qu'en  réalité  on  n  a  qu'un  seul  système 
d'équations  linéaires  à  résoudre. 

Telle  est,  dans  ses  principaux  détails,  l'exposition  de  la  ^léthode  se- 
condaire élémentaire,  appliquée  aux  équations  diifércntiellesdont  l'in- 
connue ne  dépend  que  d'une  seule  yariable.  Quelques  exemples  éclair- 
ciront  complètement  ce  qui  précède. 

Deuxième  exemple.  —  Soit  à  déterminer  deux  fonctions  l' et  :  données 
par  les  relations 

i  (Ïy  =  —  p  Yz  dx  -r-  m  dx, 
\  dz  z=  —  g  YZ  dx  -h  n  dx, 

où  les  quantités  m,  n,p,  q  sont  des  constantes. 
En  éliminant  le  produit  -»-r  on  obtient 

pdz  —  qdy  ^^    pu  —  (]n\ ,  dx 

Si  pour  X  =  «  on  a  )-  ^h,z^c,  l'intégration  de  cette  équation  donne 

l'p)  p{z  —  c)  —  q( y  —  h)  =  (pn  —  qm    x  —  a  . 

Cette  relation  permet  d'éliminer  >'  ou  z  de  l'une  des  équations  pro- 
posées (a    et  l'on  a 


■"  ,.=       -  ,   - 

f  y-  ^     pn  —  qm    x  —  a)  —  p  z  —  c   —  bq   z  -^  n. 

Il  suifit  d'intégrer  la  première  équation,   et  l'équation    p    donnera  la 
valeur  de  la  seconde  inconnue  en  fonction  de  la  première. 

Formation  de  l'équation  réduite.  —  lormons  l'équation  réduite  de  la 

Journ.  de   l/n;/i.    ,j*  sèi  ie%  lome  VIII.  —  Fivrif.r  1SS3.  0 
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première  équation  (y)  ;  on  voit  facilement  que  cette  équation  peut  être 
résolue  par  les  procédés  ordinaires  dans  plusieurs  cas  particuliers. 

Si  les  quantités  m,  q,  (qm  —  pn)  ou  pn  sont  nulles  ensemble  ou  sé- 
parément, il  est  possible  d'intégrer  l'équalion  proposée  et  de  former, 
dans  chacune  de  ces  circonstances,  autant  d'équations  réduites;  exa- 
minons ces  différents  cas  : 

1°  Supposons  que  le  terme  en  m  soit  nul  dans  l'équation  réduite, 
nous  pourrons  obtenir  l'équation  transformée  de  la  manière  suivante  : 

(^)  'tl""  [('7'"-/''0(-^'-«)-y(j  -b)-cp]y  +  mw. 

Pour  «  =  o,  l'équation  donne  la  valeur  fondamentale 

(c?)'  w=^b ~ , 

b,l  f    e^dx  4-  I 

en  faisant 

(5)"  P  ^^[qm  —  pn){x  —  a)-  -h{bq  —  cp)[x  —  a). 

On  peut  parvenir  à  cette  intégration,  qui  est  des  plus  simples,  eu  po- 
sant r=  uv,  et  l'on  détermine  les  deux  fonctions  de  .r,  ii  et  r,  de  telle 
sorte  que  l'intégration  soit  possible.  Il  en  serait  de  même  pour  les  in- 
tégrations suivantes. 

2°  Transformons  l'équation  de  manière  que  l'équalion  réduite  ne 
contienne  pas  de  terme  en  y"^  ;  en  désignant  par  a  et  jS  les  valeurs 
moyennes  respectives  de  x  et  de  y,  on  peut  écrire  l'équation  trans- 
formée 

(^)        %^\  (?'"  ~  P")(-^  -a)-  y  [/3(=^)'  -  l'\  -  c]>  {y  4-  m  : 
pour  CD  =  o,  on  a 

en  faisant 

(e)"  V  =  Tjqm  ~~pn)[x  —  af -\-[[b  —  p)q  —  cp\{x  —  a). 


SlEXnOUES    GENERALES    EN    MATU  E.MATIQl'ES.  |J 

3°  Faisons  en  sorte  que  la  variable  x  n'existe  pas  dans  léqualion 
réduite;  en  remplaçant  x  par  sa  valeur  moyenne  a,  on  a  pour  équa- 
tion transformée 


'0' 
7h 


:^  j   qm  -  pn  :  ^y.  (  '^  )    -  a  |  -  q,y  -b,-  cp  ^y 


pour  M  =  o,  on  a 

O  +  R  \\  e" 


w  = 


en  faisant 


Q=b(j  —  cp  -hyCi  —  a){qin  —  pn 


'  ^  ~  \\e'-'  a/^y  — n— R 

Cette  constante  est  déterminée  par  les  mêmes  conditions  que  plus  haut. 
4°  Si  nous  voulons  ramener  l'équation  au  cas  où   l'on  a  pn  =  o, 
écrivons  l'équation  transformée  de  la  manière  suivante 

{ri)  ^  =  [(qm—pn-s)){x-  n)-q{y  -  b)-cp]y-hm; 

pour  (ji  =  o.  on  obtient 

».'  ^  m{x  ~  a]  -\ —  oq  —  cp    -+- —^ — ^ 


cp[   I 


en  faisant 

(■//)"  P  =  :t  qm  {x  —  a)-  —  { bq  —  cp  '  (.r 


/■   c-^uLA^b,i 


Un  voit,  par  ces  diverses  manières  de  former  l'équation  réduite,  cjue 
les  valeurs  fondamentales  conduiraient  à  une  expression  de  l'in- 
connue y  très  convergente,  dans  les  cas  où  les  coefficients  de  l'équa- 
tion proposée  se  rapprocheraient  suffisannnent  des  suppositions  que 
nous  avons  faites,  parce  qu'alors  l'équation  réduite  différerait  très 
peu  de  l'équation  proposée.  Ce])endant  les  solutions  que  nous  venons 
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(l'examiner  sont  compliquées,  et  toutes,  sauf  l'une  d'elles,  exigent  que 
l'on  effectue  des  quadratures  pour  obtenir  la  valeur  fondamentale; 
ces  quadratures,  que  l'on  pourrait  effectuer  par  un  moyen  quelconque, 
ou  par  la  méthode  secondaire  même,  conduiraient  à  un  calcul  assez 
long. 

Il  est  donc  avantageux  de  ne  pas  faire  usage  de  ces  solutions  et  de 
former  l'équation  réduite  avec  des  coefficients  constants  ;  '  ;. 

Posons  donc 

i  n  z=    qm  —  pn    '.r  —  a    —  q [y  —  h)  —  cp, 

\  h  -•  ' qm  —  pn^  [c.  —  a    —  <y(|'i  —  b  .  —  cp, 

en  désignant  toujours  par  k  et  [i  les  valeurs  moyennes;  nous  au- 
rons pour  équation  transformée 

5'  7tr=Hk)y^"'^ 


(5  J"         '-^  =  ;  //  ~   [qm  —  pn)[x  —  a.)  —  q{y  —  Ci)]  00  j  v-h  m, 
et  pour  co  =  o  nous  aurons  l'équation  réduite 

(0  s?  =  /'.^'  +  ''^  = 

par  suite,  la  valeur  fondamentale  est 

(X)  .r=.Ce--^, 

(;  étant  la  constante  dinlégration. 

Calcul  de   l'inconnue.    —    Or,  si  nous   supposons   que    les    valeurs 

(')  Nous  ne  considérons  ici  que  la  forme  des  é([uali()us  réduites;  mais  il  y  a 
une  considération  plus  imporlanle  basée  sur  la  nature  de  la  solution,  c'osl-à-dire 
qu'il  faul  savoir  d'abord  si  l'on  obtient  ainsi  une  intégrale  générale  ou  une  inli'- 
grale  singulière,  et  ensuite  quelle  est  l'intégrale  qui  (■ou\ienl.  NHu^^  exaniineroii» 
ceci  plus  loin,  lors  du  calcul  numérique. 
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moyennes  a  et  ,3  se  confondent  avec  les  valeurs  initiales  a  cl  l>,  on  a 

Il  ^=  —  cp, 
et  la  constante  est  déterminée  par  la  relation 

6  =  — +  Ce-"^^ 
qui  donne 


par  suite,  l'expression  de  w  est 
(X)  ■        .r  =  (^'-^^ 


■pj  cp 


Maintenant,  pour  appliquer  l'expression   (22),    dans  laquelle  F(r) 
devient  V,  c'est-à-dire 

il  reste  à  calculer  les  dérivées  de  «•,  ainsi  que  celles  de  9  ((?'). 
Nous  avons  pour  les  dérivées  de  »■  prises  sur  l'expression  (x j 

(V)  S  =  CA'.-. 

Ensuite  la  fonction  'f  ftr)  étant 

?('^)=  ï  ~  [(<'/m-/7«)(jr-rt)-^(a'-  6)-c/jJ(r- w. 
on  obtient,  eu  remplaçant  la  dérivée  de  iv  par  sa  valeur, 
(ç)  ^{w)  =  -  [[qm  -  pn){x  -  a)  —  q{w  -  b)\iv; 
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puis  les  expressions  (23)'  et  (aS)"  donnent  ici 


d'où  1  on  tire 

('//»  — pn)ix  —  a)  —  7  (K'  —  b)  dn- 
\  -  (jm  —  pu  djT 

1  ^  [(  ,j,n  -  pn  )  ( ,r  —  ff  )  —  ry  (  »■  -  //)]^  L y"  d.v-)  \  d.r  j  J 

Telle  est  l'expression  de  l'inconnue;  il  ne  reste  plus  qu'à  remplacer 
tv  par  sa  valeur  tirée  de  ().). 

Transformations  rclata-es  à  la  corner gence.  —  Cette  expression,  cal- 
culée avec  les  trois  premiers  termes  de  ( [j.],  peut  ne  pas  être  assez  con- 
vergente, pour  certaines  valeurs  de  x;  afin  d'obtenir  une  plus  grande 
approximation  de  l'inconnue  sans  calculer  un  quatrième  terme,  on 
peut  transformer  l'expression  (o)  au  moyen  des  formules  (lo)  et  (i  i  )  de 
la  génération  neutre  ou  appliquer  la  méthode  d'exhaustion. 

En  premier  lieu,  les  formules  (ri)  donnent 

et  les  formules  (lo'  donnentpour  A,  et  A^, 

.  d-o(iv)di\' 

ou  encore,  par  suite  du  changement  des  différentielles  en  dérivées, 
I  dix- 


A,= 


d-^(n')  \  dx 


V     dx     ) 


^        i  ld-^{\v)\-^W    dx     )  dx-        \     dx-    )  du 
\    dx     ) 
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D'après  les  expressions  (|),  (|)',  (^)",  on  obtient  donc 
A, 


(  f/m  —  pu  )  H' 


il' où 

,     .,  iViy'-\(qin  —  nn)(,r  —  a)  —  r/(n-—h)\ 

[n  \     T  =  (V  —  ^^-^ — ' — 

_'     '  tviv' {'j>n—pii)-hi(ira'  — 2tv''-)[{qm — pn)(x  —  a)  —  t/(iv  —  /j\\ 

Telle  est  l'expression  de  l'inconnue  sous  sa  deuxième  forme;  il  res- 
terait encore  à  remplacer  ix'  par  sa  valeur  (X). 

En  second  lieu,  l'application  de  la  méthode  d'exhaustion  conduit  a 
l'emploi  de  l'expression  (27)  sous  la  forme  suivante 

On  a  calculé  les  dérivées  -r-i  -3— r»  ••  ;  il  ne  reste  qu'à  obtenir  celles 

cLr     dx-  i 

de  la  fonction  (p(«',a)).  Mais  l'équation  transformée  a  été  mise  sous 
deux  formes  différentes  [0)'  et  (5)";  vovons  les  résultats  auxquels 
conduisent  ces  deux  formes. 

Considérons  d'abord  la  deuxième  forme  0" 

çfy,  w)  =  -^  —  {  A  +  [[qm  —  pn)[x  —  a)  —  y  f  j  —  /3)J  w  j  y  —  m  =  o, . 

et  ne  prenons  que  les  deux  premiers  termes  de  l'expression  qui  pré- 
cède, ce  qui  suffit  pour  montrer  l'application  de  la  méthode. 
Posons 

[qm  —  pn)[x  —  a)  +  ^q  ^=K\ 

la  fonction  ç(tr,  w)  devient 
{(>)  o{w,ui)=^w{qw  —  ¥^)u>. 

La  première  dérivée  est 
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Par  suite,  la  valeur  de  j' devient 


if) 


tjm  — pn     c/j- 


la  quantité  w  se  trouvant  éliminée,   la  transformation    5  ;"  ne  permet 
pas  d'appliquer  la  méthode  d'exhaustion  ;  nous  verrous  la  raison  de 
cette  élimination  dans  la  méthode  secondaire  systématique. 
Examinons  maintenant  la  transformation  (6)';  nous  avons 

ou 

La  dérivée  première  est 

et  la  première  valeur  approchée  de  v,  tr,,  est  alors 

4'-(t)1  ... 


Pour  obtenir  une  seconde  valeur  ])lus  approchée  n-.,  de  l'inconnue  v. 
suivant  la  valeur  que  l'on  donnera  à  la  seconde  quantité  arbitraire  o , 
on  devra  faire  encore  usage  de  l'expression  (sr),  dans  lat|uelle  on  sub- 
stituera (r,  à  (r.  A  cet  effet,  les  dérivées  -j-^t  -j-^'--  doivent  être 
calculées  au  moyen  de  l'expression  (22)",  c'est-à-dire 

(Yii'i         r/ir  cp(ir,io)        cl-%v 

cLv  dx         /f/o((i',  to)N    djr- 


autrement 


/(/o(<l'ico)\ 

"i-(xri 


r/ii'i         r/if  I  \  k  I     \  d'\ 


r/x  d.v  i  If  \"    '  f/,< 
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en  faisant 

Quant  aux  valeurs  de  ipf»'|,cj,)  et  de  ses  dérivées,  elles  se  calculent 
comme  plus  haut.  Supposons  w,  =  i,  pour  avoir,  à  cette  seconde  ap- 
proximation, la  valeur  de  l'inconnue  j,  nous  aurons 

— ?—'  —  [(7'«  — /"«)  (■''  —  «)  —  '/{it'i  —  h)  —  c»]ii-,  —  //; 
,  dx  c/ii'i 

'      ■  (!■,  ('///(  — pn  )  dx 

en  déterminant  lï',  et  —r^^  d'après  (7)"  et  (<7)"'. 

Troisième  exemple.  —  Prenons  encore  un  exemple  d'intégration  : 
soit  l'équation  du  troisième  ordre,  citée  par  Wronski  dans  le  Tome  P' 
de  la  Réforme, 

,    ,  •  f/*i'        Q    o  dy  ,    ,  d-y  dy 

L'équation  transformée  peut  s'écrire,  d'après  ^^ronski, 

(/5)  Z?  +  ( ■^■^>'  ^.- j   7Ù^  -  3  (^  J j  ^  =  "• 

et,  faisant  w  =  o,  on  obtient  l'équation  réduite 
,    ,  d^iv         d-tr        o  div 

(v)  ZF' +-ZH -3zF  =  "- 

On  peut  admettre  cjue  les  valeurs  initiales  se  confondent  avec  les 
valeurs  moyennes,  et  que  l'on  ait  pour 

/     »'  dy  ,  ,  d-  y 

(V)  -^=1'     7=1'      d2='      t^tdememe     ;^,  =  i  • 

L'équation  caractéristique 
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donne  une  racine  nulle,  et  les  autres  sont 

{$)'  js=_  1(^1  +  ^/73)    et    g  =  -^(i-vT3); 

par  suite,  C,,  Cj,  C3  étant  les  constantes  d'intégration,  il  vient 


D'après  les  conditions  qui  précèdent,  on  a,  pour  la  détermination  des 
constantes,  les  équations 

i=C, +Coe?+C,e^ 

i  =  C,|3eP+C3  6e% 

I  =  Co/3^eP4-C3g-e^ 
d'oii 

_  (^-,)(g-i) 

^i  —    TTp ' 

■    _        P-' 

Formons  maintenant    les  quantités   ^(m')'  (      /"T~  )'  '  '   '  I  équation 
proposée  donne 

"^  ^     '         dx'-'  dx  dx-        "    X    dx  ' 

et  l'équation  réduite  permet  d'éliminer  la  dérivé<>  troisième  d<-  u  ;  on  a 
donc 

/>.\  I      \        I     1      -dw  \d^w        ■>/"'-  \  c/ir 

(0  ^(^)  =  (^a.-^»^'^^-ij^-3(^--.j^. 
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D'après  (aS  ',  on  a  aussi 


v;  (  -3^^  )  =  -  'ixn 


f/j;-     /  (/.!■    ilx-  JT-  d.r 


\  d-w       „  /  11-  \  div 

)  dx 


dx         I  dx-  \  X 


.  d\v  d-w        „  (v^  dw 
dx   dx-  x'  dx 


k's  dérivées  de  ir  étant  déterminées  par  (s). 

Introduction  cfiine  fonction  arbitraire.  —  On  pourrait  maintenant 
appliquer  la  méthode  d'exhaiistion  comme  nous  l'avons  fait  plus  haut, 
mais  ici  le  calcul  serait  pénible,  à  cause  delà  complication  de  l'expres- 
sion précédente;  il  devient  alors  utile  de  recourir  à  un  autre  nioven 
poiu'  rendre  cette  expression  plus  convergente.  A  cet  effet,  nous 
pouvons  utiliser  les  fonctions  arbitraires;  il  est  visible  alors  que,  si 
nous  prenons  pour  fonction  arbitraire  l'exponentielle  e'^,  introduite 
comme  nous  l'avons  montré  dans  l'équation  (i8\  nous  aurons  pourj»' 
une  expression  de  la  même  forme  que  plus  haut,  (s  ,  avec  une  expo- 
nentielle de  plus.  Nous  pouvons  donc  disposer  de  la  constante  r  de 
telle  sorte  que  la  nouvelle  valeur  fondamentale  ir  soit  j)lus  rapprochée 
de  la  fonction  inconnue  y  que  celle  que  nous  venons  d'obtenir    5). 

Nous  prendrons  :tinsi  pour  équation  transformée 

(•>      £■  +  (-■.'■■£/ Ê-r^-?)"  £=(-"'»■■'• 

de  sorte  que  l'équation  réduite  devient 

d'tv         d-  IV         „  dtr  ^r- 

i  ''^  -TV  +  -:7-r  —  3  -7-  =  ^     . 

'  dx-'  dx-  dx 

et  la  valeur  fondamentale  est 

{ z  )'  n-  =  C ,  +  C,  eP-^  +  C,  é''  +  R  e" , 


en  faisant 

(■''-^"  ^  =,•(/•-;/)(/■- S.- 

On  peut  donner  a  /•  la  valeur  —  c,  ce  qui  conduit  a 

Quant  aux   valeurs  des  constantes,  elles  sont,  quels   que  soient  r 

et  R, 

I  _  (3  — Diô.— i)-h  R/-(3-hg-i-  r)c'- 

3_n- R,•(7■_3)(''■ 


S  (  3  —  S  )  e'^ 

La  fonction  arbitraire  modifie  peu  le  calcul  des  constantes,  car 
l'équation  réduite  ne  diffère,  pour  la  valeur  initiale  de  léquation  pro- 
posée, que  par  la  dérivée  d'ordre  le  plus  élevé  entrant  dans  l'équation 
et  par  celles  des  ordres  supérieurs. 

I  es  valeiu's  delà  fonction  s  tv    et  de  sa  première  dérivée  sont 


d'oii 

(y) 


,  /     -,      -  dw  \  d-tv         ^  /'iv- 

/dz{ir)\                        -dwd-»'         ,  ir- 
-^- —      =—  -iXW'-, j-^  —  3  — 

\      (IX      J  CIJ'    (1.1-  J- 

,     .d(v         \d-n'        o/"''         \  div         ^, 
dx  j  dx-  \  X  /  dx 


dx 
dsv  d-w        o  II--  dw  .... 

-  d.c 


.  dtr  d-  iv        „  IV-  dw 

ixw'  -j — r  -i-  ■)  — ;  -7— 

dx  (IX-  X-  dx 


En  comparant  cette  expression  (v)  à  la  précédente  [6  ),  on  voit  qu  il 
est  possible  de  déterminer  la  quantité  r  de  telle  sorte  que  la  nouvelle 
valeur  fondamentale  ir  rejirésente  mieux  la  fonction  incoiuiue  j  que  la 
première.  Pour  cela,  il  suffit  d'égaler  la  quantité  Re^^  au  second  terme 
de  l'expression  de  y  donnée  par    6',  que  nous  représenterons,  pour 
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abré^(M",  par  /(.r),  et  de  déterminer  la  valcui'  la  plus  conveiiahlc  de  r 
satisfaisant  à  l'équation 

e-^,.(,_/3)(/--g)/(a;), 

dans  les  limites  que  l'on  se  sera  assignées.  On  aura,  de  cette  manière,  la 
valeur  de  (x)'  de  \v,  et  l'on  calculera  ensuite  facilement  l'expression  (y) 
fie  y,  puisqu'il  suffit  d'ajouter  un  nouveau  terme  aux  termes  déjà  cal- 
culés de  w  et  de  ses  dérivées. 

Dans  certains  cas,  ce  moyen  assez  rapide,  permettant  d'obtenir  des 
valeurs  approchées  de  l'inconnue,  devra  être  préféré  à  la  méthode 
d'exhaustion. 

L'équation  caractéristique  [è)  ayant  toutes  ses  racines  réelles,  il 
n'est  pas  nécessaire  de  faire  intervenir  les  sinus;  cependant,  comme  il 
peut  être  utile  de  reconnaître  certaines  transformations,  nous  allons 
introduire  les  sinus  liyperboliques  dans  la  valeur  fondamentale  iv. 

On  a  généralement 

siii,r  ^  r,[e^  —  e~^)\ 
on  en  conclut 

<v  =  C,  +CJriiâ,'5oC  -I-  siiijSa;) 

+  C^{(05Îx  -+-  siiiêa;)  -I-  R(co6rj:  -i-  s'mrx)  ;  ' 

de  plus,  si  l'on  met  les  racines  /3  et  S  sous  la  forme 

('3= — a— h,     ê=^  —  a-\-b, 

en  faisant  a  =  ^  et  l)  ^=  ^\/ 13  ,on  a,  d'après  la  valeur  (x)"  choisie  pour  f. 

r^^  a  —  b, 

ce  qui  donne,  en  développant  l'expression  (ç), 

I   w  =  C,  +  (Co  -)-  Cj  +  R)  rosax  icsbx 
'  —  (Co  —  C, -f- R)  CP5rta:âtn6.r 

ï  —  (C2  +  C3  —  R)  sina.r  cne/^.r 

-f-  fC,  —  C.  —  R)  9inrt.r  siii/>r. 
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Il  est  inutile  de  poursuivre  davantage  ces  calculs  :  l'équation  pro- 
posée n'a  aucune  signification  par  elle-même  ;  elle  a  été  remise  autre- 
fois à  Wronski  pour  défier  ce  géomètre.  L'équation  («)  n'offre  d'autre 
intérêt  que  celui  de  nous  avoir  conduit  à  des  transformations  impor- 
liintes  qui  se  reproduisent  dans  les  ordresplus  élevés,  et  qui  indiquent 
alors  l'emploi  des  sinus  d'ordres  supérieurs,  comme  nous  devrions  le 
montrer  maintenant.  Mais,  pour  donner  les  applications  de  ces  sinus, 
nous  serions  obligé  d'en  faire  connaître  certaines  propriétés,  ce  qui 
nous  entraînerait  à  une  digression  beaucoup  trop  longue;  c'est  pour- 
(pioi  nous  laisserons  de  côté  ces  applications  pour  l'instant,  d'autant 
plus  qu'elles  ne  sont  pas  indispensables  dans  la  méthode  dont  nous 
nous  occupons;  elles  le  seront,  au  contraire,  quand  il  s'agira  de  la  uk'- 
thode  systématique. 

Nous  allons  continuer  ces  intégrations  en  prenant  pour  exenqde  inie 
équation  contenant  des  différences,  puis  une  équation  aux  dériAees 
partielles  à  coefficients  variables;  nous  ferons  aussi  des  applications 
nuniériiuies. 
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Sur   la   détermination    du   niveau  potentiel  de   V cUipso'ide 


Par  m.  h.  RESAL. 


1.  Nous  rappellerons  que  l'on  est  convenu  d'appeler  niveau  po- 
tentiel d'un  corps  électrisé  la  valeur  constante  du  potentiel  relatif  à 
un  point  quelconque  de  l'intérieur  du  corps  rapporté  à  l'unité  de  masse. 
L'expression  analytique  de  ce  niveau  ne  joue  aucun  rôle  important 
dans  la  théorie  actuelle  de  l'électrostatique,  et  c'est  ce  qui  explique 
pourquoi  on  n'a  considéré  jusqu'à  présent,  à  notre  connaissance  du 
moins,  que  le  cas  très  simple  de  la  sphère. 

Il  nous  a  semblé,  cependant,  qu'il  y  aurait  quelcpie  intérêt  à  étudier 
le  cas  plus  général  de  l'ellipsoïde,  et  ce  qui  fait  l'objet  de  cette  Note. 

Comme  la  position  du  centre  du  potentiel  est  indéterminée  dans 
l'intérieur  du  corps,  nous  pouvons  la  faire  coïncider  avec  celle  du 
centre  de  figure  O  de  l'ellipsoïde;  et,  pour  ne  pas  faire  intervenir  inu- 
tilement dans  nos  formules  un  facteur  constant,  nous  siipj)oserons 
égale  à  l'unité,  en  valeur  absolue,  la  densité  de  la  couche  électrique. 

Soient 

Ox,  Oy,  Os  les  directions  des  trois  axes  principaux  de  l'ellipsoïde  ; 
3a,  26,  ic  les  longueurs  de  ces  axes; 

,     ,  X^  Y-  Z- 

(l)  —   +    7:7    +    -    =   I 

^    '  a-  b-         c- 

l'équation  de  la  surface  ; 
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/  le  rapport  de  siiiiiliîiule  entre  la  surface   extérieure  de  la   couclie 

électrique  et  celle  de  l'ellipsoïde. 

Jusqu'à  nouvel  ordre,  il  ne  nous  sera  pas  nécessaire  de  considérer 
(  etle  couche  comme  étant  très  mince. 

Concevons  un  cône  ayant  son  sommet  en  O,  et  dont  l'ouverture 
spliérique  r/w  soit  infiniment  petite.  Le  cùne  déterminera  dans  la 
couche  un  élément  de  volume  que  nous  pouvons  diviser  en  d'aulres 
éléments  secondaires  par  des  surfaces  infiniment  voisines,  semblables 
à  celle  de  l'ellipsoïde. 

.Soient  r,  /•'  =  ru  les  portions  de  l'une  des  génératrices  du  cône  déter- 
minées par  l'ellipsoïde  et  l'une  des  sm-faces  ci-dessus.  Le  [)otentiel 
dun  élément  secondaire  sera 

=  /■■  «oj .  u  du  ; 


en  intégrant  entre  les  limites  ;/  =  i  et  «  =  X,  nous  aurons  pour  celui 
du  voliune  déterminé  dans  la  couche  par  le  cône 

().—  0      o     , 

r-  flo) , 

2 

et  pour  le  potentiel  cherché 

I  intégrale  s'étendant  à  la  surface  entière  de  l'ellipsoïde. 
Soient,  m  lintenant, 

B  l'angle  formé  par  le  ravon  vecteur  r  avec  Oz  ; 

9  celui  que  forme,  avec  Ox,   la  projection   sur  le    plan  xOy   de  ce 
rayon. 

Nous  avons 

^0)  =:  sin£;  d'f  dO, 

.r  =  rsinOcosy, 

j  =  rsin(5  siny, 

z  =  rcosô. 
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d'où,  en  vertu  de  l'équiilioii    i  , 


siii^'e  C0S-9        sin^O  sin^ç        cos-O 
|);ir  suite. 


//»■"  n  sinOc/O 

./,  J.  «'-  ^  ^^ 


0  c/O 

sin-Osin^o        cos'^0 


Si  nous  posons  cos5  =  u,  celle  de  ces  intégrales  qui  se  rapporte  à  5 
devient 


I       cos-s        sin-5 


f/// 


1         cos-'ci         sin-i 


Supposoiis  d'abord  que  les  trois  axes  de  l'ellipsoïde  soient  megau\ 
et  que  c  soit  le  plus  petit  d'entre  eux  et  posons 

cos-o         sin^'i        „.,  I  cos-o         sin^a 

e(  l'intégrale  ci-dessus  prend  la  forme 

Il  vient  donc 


arc  tans  { 


I         cos  tB        sin'œ 
cos'^o        sin-ç 
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intégrale  qu'il  est  impossible  d'obtenir  dans  le  cas  général;  quoi  qu  il 
en  soit,  la  solution  du  problème  est  ramenée  à  une  quadrature. 

2.   L'intégration  s'effectue  complètement  lorsque  l'ellipsoïde  est  de 
révolution,  ou  si  a  =  h;  car  alorsTintéeirale  (4  i  relative  à  f<  se  réduit  à 


(•^) 


n-    I     : 


et  est  indépendante  de  ©. 

La  misse  de  la  couche  a  pour  expression 


(6)  M  =  ^(V 


I ]a-c. 


Nous  avons  maintenant  deux  cas  à  distinguer,   selon  que  a   >■  c, 
a  <^  c. 

5.  Ellipsoïde  de  révolution  aplati  ou  n~^c.  —  On  reconnaît  facile- 
ment que  l'intégrale  (5)  a  pour  valeur 


'8V5 


't,  en  se  reportant  aux  formules  (3)  et(2),  on  trouve 


arclangt  /  —  —  i 


^/î- 


Si  l'ellipsoide  se  réduit  à  une  sjjhère  ou  si  r  =  «.  le  (icriii' r  railciirdc 
c(ïtte  expression  devient  égal  a  l'unité,  et  l'on  reti-ouvc  la  formule 
connue 

V  =  2-i  À-  —  la". 
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i.    H//ipsuide  de  revolulinn  allongé  on  a  -^^c.  —  On  a 


v^\/'-S"    '-\/'-^"/ 


ft  rintéaralc  (  V)  se  réduit 


Nous  a\ons  donc 


/a-  a^ 

5.  Formules  réduites  lorsque  ron  suppose  que  la  couche  électrique  qui 
recouvre  un  ellipsoïde  de  révolution  est  très  mince.  —  Dans  ce  cas,  \  dif- 
fère très  peu  de  l'unité,  et,  en  désignant  par  ùa  l'épaisseur  de  la  couche 
aux  souiniets  des  axes  égaux,  nous  avons 

a(X'  —  i)  =  a(X—  i)().' ■+-!)  =  2 c?a, 
rtfp-  i)  =  a(X—  i)(X=  +  X  -M)  =  3(îrt; 

par  suite,  en  se  reportant  à  la  formule  (G), 

("(')')  M.  =  f\nac.^n. 

et  les  formules  (7)  ^t  (8)  peuvent  se  mettre  sous  les  formes  suivantes  : 

(7')  v=-  ^ 
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En  .siip])o.sant  a  =  c,   les  deux  dernièivs  formules   donnent  la  sui- 
vante : 

a 
(|ni  se  rapporte  à  la  sphère. 
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applications   de   la    dérivation   d'Arhogast   a    la    solution 
de  la  partition  des  nombres  et  à  d'autres  problèmes  ; 

Par  m.  DAVID, 

Lieutenant-Colonel  d'Artillerie  en  retraite. 


Le  problème  de  la  partition  des  nombres  consiste,  comme  on  sait. 
dans  la  résolution  en  nombres  entiers  et  positifs  de  l'équatinn 

/>»,  -t-  2/J2-1-  3/^3  +...=  «. 

Je  trouve  sa  solution  dans  la  loi  de  dérivation  d'Arbogasf  ;  et,  comme 
celle-ci  n'est  guère  connue,  je  crois,  que  par  le  grand  Traité  de  l.acroiv 
(n"  123),  je  suis  obligé  d'entrer  dans  quelques  détails  à  ce  sujet. 

I.  Ce  dernier  auteur  démontre  que  le  terme  général  d'une  fonc- 
tion de  série  telle  que 

'ù{a  -\-  a^x  +  a^x'^  -\- . . .), 

développée  |>ar  rapport  aux  puissances  croissantes  de  x,  est 

d"a(a)    a"         d''~'o(a)      a"^^      a^ 
da"'      [rt]  da'^-^      [n  —  2]    i 

^     da-'-     L[«-4]  [2]  "^  [«-3]    I  J 

d"-^-i{a)r     a",''      al     ^       «""^      ^^  ^      a,   '      '^  1  ^^ 


da"-'    1[«  — 6][3]        [«  — 5]    I     I         [«  —  4]    I 


g_>  DAVID. 

n  étant  l'exposant  de  x  dans  le  ternie  général,  et  la  notation  [n]  dé- 
signant, ponr  abréger,  le  produit  i,  2,3,  ...,n. 

^"oici  comment  se  forme  cette  expression  : 

i"  La  loi  que  suivent  les  preniieis  termes  de  chaque  parenthèse, 
lesquels  ne  contiennent  que  a ,  et  a, ,  est  évidente. 

2°  On  obtient  chacun  des  autres  ternies  compris  dans  une  paren- 
thèse en  différentiant  ceux  qui  sont  compris  dans  la  parenthèse  précé- 
dente, comme  si  a.,  «3,  •■  ■  étaient  des  fonctions  de  a,  et  si  l'on  avait 

'-^  =  a,,  ^'  =  a,,  ...  ;  mais  il  ne  faut  faire  varier  au  plus  que  deux 

lettres  dans  chaque  terme  :  savoir  celles  de  rang  le  plus  avancé  si  elles 
sont  consécutives,  autrement  ne  faire  varier  que  la  dernière  lettre. 
(Iliaque  fois  que  l'une  de  ces  lettres  prend  un  exposant  plus  élevé,  il 
faut  diviser  par  cet  exposant. 

dette  opération  a  été  représentée  par  la  caractéristique  D;  une  se- 
conde opération  par  D-;  une  troisième  par  D\  et  ainsi  de  suite.  Le 
coefficient  de  x",  dans  le  développement  de  la  fonction  de  série,  s'écrit 
ainsi  : 


ts(rt)  r     a"    '       a'\  .  n"  ^      „  < 

-7î^i^^Yln-(V\  \:v\  ^-|«_5]'   [2: 


^1^' 


]         [" 

expression  qui  met  bien  en  évidence  la  propriété  de  tous  les  termes  de 
se  déduire  les  uns  des  autres. 

De  cette  loi  et  de  cette  notation  d'Arbogast  on  passe  sans  peine  à 
l'expression  suivante  du  terme  général  : 

(la"       \ri\  da"~'  \ /i  —  i|  da"~'-  [/(  —  9.] 

Puis,  étendant  la  règle  de  dérivation  que  représente  la  caractéris- 
tique D  à  la  fonction  f{a),  c'est-à-dire  admettant  que  Dç;(«)  s'obtiènl 

pir   la    (lifrérentiation  de    ç(«),  remplaçant  -.    para,,  et  considérant 
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'-T-  et  a,  comme  deux  lettres  consécutives,  on  représente  ce  terme  gé- 
aa  ' 

néral  par  la  notation  D"y'a),  et  l'on  a  la  formule  fondamentale 


'  c/a"^'  [n  —  i|  (la"-  [n  —  aj 

D'où  il  résulte  que  le  développement  de  la  fonction  de  série  est  mis 
sous  la  forme  excessivement  simple 


(3) 


-4-  x-D-'S'Ia)  -hx^D^oia]  -i- . 


Au  lieu  d'ordoruier  le  terme  général  D"çi  (a)  ainsi  (ju'on  l'a  fait  dans 
l'expression    i  i,  on  peut  l'ordonner  comme  il  suit  : 

1  d"'^{a)    a'I        (/"-'-fia)     a"'-          a,       d"---^{a)     a"''           al  d"-^':^{n)     a'[^'^  a] 

da"-      [/i]           da"^^      [«  —  a]         i           da"--      [//  —  4]        L'-^J          da"'^      [« — 6|  \i\ 

d"--'i{a)     a'[^^    „   a,       d"-^<s{a)     a"''    „    rt;  f/"^'tp{a)     a"~''    „  ai 

~^     da''-'     [n  —  S]       T "•"    da"-'      [«  —  5]       p]          da''  ^     [«  — -]  jlf | 

"*"    ./a"'--     [«  — 4]       T"'      </rt''-'      [,j_6]       [ï]"'      ^/a"'-^      [«— 8J  [3] 


et  chaque  ligne  horizontale  se  déduit  de  la  précédente  par  l'opéra- 
tion D. 

Ce  qu'il  importe  de  remarquer,  et  c'est  là  tout  l'avantage  de  la  loi 
d'Arbogast,  c'est  que  les  termes  que  l'on  en  déduit  s'obtiennent  immé- 
diatement et  par  de  simples  opérations  mentales,  sans  réduction  ni 
omission,  de  sorte  qu'on  peut  en  déduire  le  développement  complet 
sans  autre  peine  que  celle  d'en  écrire  les  ternies  dans  l'ordre  qui  en 
résulte.  Ainsi,  dans  la  formule  (3),  chaque  terme  se  déduit  du  précédent 
par  l'opération  D  appliquée  à  'y{a)  ;  dans  l'expression  (4),  chaque  ligne 
iiorizqntale  se  déduit  de  la  ligne  horizontale  précédente,  par  cette  même 
opération  appliquée  aux  puissances  de«2  ;  enfin,  dans  l'expression  (  i  . 
sauf  le  premier  terme  compris  dans  chaque  parenthèse,  lequel  s'écrit 
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iiuniédiatement,  les  autres  se  déduisent  de  la  même  manière  des  termes 
compris  dans  la  parenthèse  précédente.  C'est  trop  simple  pour  qu'il 
soit  nécessaire  d'en  donner  des  exemples,  qui  vont  d'ailleurs  se  pré- 
senter naturellement. 

II.   Cela  posé,  développons  D" e'  par  l'expression  fC.  En  supposant 
^^  =  o,  l'on  a 


l)"e"=.;^ 


|„_2]    .    ^  [n-^]  [2]         [n-i]    I 

a"'"      al  a"~'     a,  «s  -j-     a"'     Oj, 

~^[«-6]  [3]"^  ["—5]  ^   "^        ["-4]  ~i~ 


az,  a. 


["-8]  [4]      [«-;]  h] 


Or  on  connait  une  autre  formule  pour  exprimer  une  fonction  de 
série,  savoir 


o  a  -r-  a,  X  -I-  a^X'  + 


'S' 


„«?''.+''!+••■  9  (a)    a^'     a?= 


dans  laquelle  le  signe  3  s'étend  d'abord  à  toutes  les  valeurs  entières 
et  |iositives  de  n,  puis  à  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de/?,, 
p.,,. . .  cpii  satisfont  à  l'équation 

(5)  /7, -h  2/j. -H  3/;,+ . .  .=  «. 

(  )ii  detlint  lie  là,  puisqu  on  suppose  fl  =  o, 

^^  ~Zl/'.Jl/'.J 

le  signe  iine  s'étendant  qu'aux  valeurs /j,,/;^,  .  . .  qui  .satisfont  à  l'équ.i- 
tion  (5).  En  comparant  à  celte  formule  celle  écrite  au  connnenceiueiil 
du  paragi-aphe,  on  voit  que  les  exposants  des  ternies  de  la  première 
donnent  précisément  toutes  les  solutions  de  celle  équation  (5),  rpii  est 
celle  de  la  |)artition  des  nombres.  Ces  solutions,  qui  s'écriveiU  immé- 
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(liatement,  sans  calcul  et  sans  tâtonnement,  comme  les  termes  eux- 
mêmes  déduits  de  la  dérivation,  sont  comprises  dans  le  tableau  sui- 
vant (')  (on  y  a  omis  les  valeurs  nulles  des  p,  pour  abréger)  : 


/),  =  n 

p,  =  n 
p.  =  I 
p,  =  n 

p,=  2 

/',  =  « 
/^=3 


»  !  p^ 

I 

\p.^ 

^  i/'i 
\p-i 


/'3  = 


P* 


p,  =  n 

-  8 

p,  =  n  — 

/ 

p,  =  n 

-G 

p,  =  n- 

-G 

p,^n  — 

5 

P.  =  \ 

p,=  2 
Pz=  I 

P3=2 

p,  =  i 

P:  =  I 

P,  =  i 

p,=n 

lo    p,=^  n  — 

9 

p,  =  n 

-8 

p,=^n- 

-8 

Pi  =  n  — 

7 

P' 

=  "-: 

p> 

=  n  - 

-  G 

p,=  3 

P2==> 

Pi=  1 

p,=  I 
P.=  ^ 

/?2=  2 

/;,=  I 

p,  =  i 

P^ 

=  I 

p» 

~  ' 

Sans  égard  pour  la  répétition,  voici  comment  ce  tableau  est  formé  : 
i"  la  loi  suivie  par  les  nombres  compris  dans  les  groupes  de  la  pre- 
mière colonne  verticale  est  évidente.  2°  Chaque  groupe  d'une  ligne 
horizontale,  abstraction  faite  du  premier,  se  forme,  au  moyen  d'un  des 
groupes  de  la  ligne  horizontale  précédente,  en  prenant  pour  p,  le 
même  nombre  diminué  de  l'unité,  et  en  ne  faisant  varier  dans  les  va- 
leins  de p.2,  pj,p„. . .  que  les  deux  dernières,  si  elles  sont  consécutives, 
et  la  dernière,  s'il  en  est  autrement;  si  elles  sont  consécutives,  diminuer 
l'avant-dernière  de  i  et  augmenter  la  dernière  de  i,  puis  diminuer  la 
dernière  de  1  en  introduisant  une  nouvelle  quantité  p  égale  à  i  et  d'un 
indice  supérieur  de  i,  ce  qui  produit  deux  solutions  nouvelles  ;  si  elles 
ne  sont  pas  consécutives,  diminuer  la  dernière  seulement  de  i  en 
introduisant  encore  une  nouvelle  quantité  p  égale  à  i  et  d'un  indice 
supérieur  de  1,  ce  qui  ne  produit  qu'une  solution  nomelle. 

Il  est  clair  que  le  tableau  s'arrête  de  lui-même  et  que,  lorsque  la 


(')   Comptes  rendus.  1880.  i^' semestre,  p.  i344- 
Joiirti.  de  Math.  {Y  série),  lonin  VIII.—  F.  vniKn  i88j 
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valeur  dep,  est  nulle,  il  n'y  a  pas  lieu  d'en  tirer  un  groupe  dans  lequel 
la  loi  indiquée  donnerait  pour/?,  une  valeur  négative. 

En  suivant  cette  marche,  pour  obtenir  toutes  les  solutions  il  n'y  a 
pas  d'autre  peine  que  celle  de  les  écrire  ;  et  ainsi  l'on  peut  dire  que  la 
résolution  complète  de  l'équation  (5)  est  aussi  simple  que  possible, 
jniisqu'elle  ne  comporte  pas  même  l'emploi  d'une  formule  numérique. 

Cela  montre  que,  si  l'on  a  à  Axire  la  somme  de  toutes  les  quantités 
que  l'on  obtient  en  remplaçant  ùaus  (p{p,,  p.,  Pi,  ■  ■  •)  les  nombres 
P,,  Pii  P.\'  ■  ■  ■  P'^^'  leurs  valeurs  déduites  de  l'équation  (5),  problème 
qu'on  rencontre  souvent,  ce  qu'il  y  a  de  plus  rapide,  c'est  de  les  dériver 
les  uns  des  autres  par  la  loi  précédente.  On  représente  ainsi  cette  somme 
par  la  formule 


l'fip,p>P,- 


'j(/i  —  2,   l)  H-  9(/2  —  4, 

3,  o,  i)  +  z,{n  —  G,  3)  -+ 


?!," 


.),  r,  I  !  -f-. 


Mais  si  l'on  développe  D"  e"  par  l'expression  (4),  au  lieu  de  le  déve- 
lopper par  l'expression  (i),  il  vient 


l)"e«=  j^  + 


a" 

I 

I 

+ 

-+- 

c", 

^       al 

«3 

[n- 

^2] 

[n- 

-3]  [2; 

*      a. 

L«- 

3] 

[n- 

-4J   . 

I 

["-6|[3] 

"  '       (tl    a^ 


+ 


-iJ    -  I 


et  l'on  en  conclut  facilement,  en  considérant  l'une  des  lignes  verticales 
de  la  formide  précédente,  le  tableau  suivant,  qui  donne  par  une  se- 
conde manière  toutes  les  solutions  quand  on  y  fiiit  r  =  i ,  2,  3,  . . .  ('  ). 

«  —  2r—  3 


p,  =  n- 

2r 

/>(  =  " 

\p^=r 

p,  =  r 
P,  =  i 

p,^  n  —  2r 
P2  =  r~2 

p,  =:  n  —  ir 
P2=  r  —  I 


p.,=^  r—  2 

p,=  ?> 

p,  —  n  —  2r  —  3 

/;2  =  r  —  2 

Pi  =  i 

P\  =  1 

/>,  =  «  —  r—  2 

yoj  =  r  —  I 


(')  Comptes  rendus,  1880,  2'  semestre,  p.  G21. 
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La  loi  est  à  fort  peu  près  la  inènie  que  précédemment  et  peut  s'é- 
noncer ainsi.  En  parlant  de  la  solution  particulière /j,  ^  n  —  ?./•,  p.,  =  r 
de  l'écjuation  (5),  on  obtient  toutes  les  solutions  correspondant  à  ce 
nombre  r  en  formant  chaque  groupe  d'une  ligne  verticale  au  moyen 
d'un  des  groupes  de  la  ligne  verticale  précédente.  Pour  cela  il  faut  di- 
minuer/?, de  l'unité  et  ne  faire  varier  dans  les  valeurs  àe p.,,p^,p^, . . . 
(le  surplus  de  l'énoncé  comme  précédemment). 

On  obtiendrait  de  même  le  développement  de  1<f[p^,  p^,  p.^,  ...) 
sous  une  seconde  forme  correspondant  à  l'expression  (4);  il  parait 
inutile  de  l'écrire. 

D'ailleurs,  il  est  clair  que  ces  deux  solutions  du  même  problème  ne 
diffèrent  l'une  de  l'autre  que  par  la  façon  dont  elles  sont  ordonnées, 
de  même  que  les  deux  expressions  (  i  )  et  (4  )  ne  diffèrent  l'une  de  l'autre 
que  par  l'ordre  dans  lequel  on  a  écrit  leurs  termes. 

m.  Je  lerminerai  en  donnant  la  solution  de  quelques  problèmes  que 
la  loi  d'Arbogast,  étendue  comme  je  viens  de  le  faire,  résout  immédia- 
tement : 

i"  C'est  la  manière  la  plus  simple  d'exprimer  le  théorème  des  fonc- 
tions de  fonctions. 

Soit  :;  fonction  de  y,/ fonction  de  x,  en  regardant  les  coefficients 

différentiels 

(7k         d\y  d'y 

TU'     I  .  2  rff  2  '      ,.2.3  ,/.f^  ' 

comme  des  quantités  successives  analogues  aux  constantes  a,,a..,a^,  ..., 
considérées  précédemment,  on  a 


dy\"  /r/. 


_^<l^  _  ^^f   \d.>-J  ^^^^  \dz  I  d^'      .. 


2"  Étant  donnée  la  série 


az''-{-a,z  'I 


MT 
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la  série  inverse  est  déterminée  par  la  formule 


u  I'    D  -^ h  u  '■    D- 


En  différentiant  cette  série  par  rapjiort  à  a,  elle  prend  une  forme  en- 
core plus  simple  : 


/■  ( 


In         ^  a  '  \ a  '  \n 


l"l 

C'est  la  solution  du  problème  qu'on  appelait  autrefois  \e  retour  des  suiles. 
3"  Soit  l'équalion  algébrique 

x'"  -h  a,  x'"^'  -+-  a.yv"'~-  +  .  . .  +  a,n  =  o. 

Si  l'on  désigne,  commeà  l'ordiniiire,  par  5„  la  somme  des  puissances  n'""" 
des  racines,  on  a 

•^=— IV'logrt, 

en  ayant  soin  de  faire  dans  le  développement  a  =  i. 

Par  l'expression  (4)  cette  formule  se  développe  connue  il  suit  ■ 


et  cliatpie  ligne  horizontale  se  déduit  de  la  précédente  par  l'opéra- 
tion 1),  qui,  ainsi  (jue  nous  l'avons  dit,  fournit  des  termes  que  l'on  écrit 
immédiatement  sans  calcul 

/("  Pour  le  dévelop|)cment  d'une  puissance  de  série,  on  a 

^rt  -h  a,  .r  -t-  a-iX-  + .  . .)'"  =  a'"  -4-  x  Drt'"  H-  .r-  J)-o"'  -h . . . . 
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Dans  le  cas  particulier  de  /«  =  —  i ,  il  vient 

a      ^  a"-  rt"~'  a"   -  / 

et  cette  formule  donne  un  nioven  pour  calculer  les  nombres  tic  ller- 
noulli,  car  ceux-ci  sont,  comme  on  sait,  les  coefficients  du  dévelo])- 
pement  de  la  fonctiou  de  série 

(  I   -f-  —   H ^—;    4 )       ■ 

V  \  .■>.  i  .2.6  J 

5"  Les  quantités  que   nous  désignons   par  D"rt"'    s'expriment  sous 
forme  de  déterminant.  Par  exemple,  pour  n  ^  j,  on  a 


III  I  .'..3.  _).._) 


2«o  ' m  —  \  a^  ^  2a  o                     <i 

3^3  (2m-~i)a.2  !m  — 2rt,  —3a             <> 

L^a,,  (3/w— i)aj  (2m  —  2)ao  {m  —  3]a,           —  '1" 

Sfli  (4w  — O^^i  {3/n  —  2)0^  (2m  — 3)«2  I//Z—  '1  fl, 


et  la  loi  est  assez  évidente  pour  qu'il  ne  soit  pas  nécessaire  d'écrire  ce 
déterminant  dans  le  cas  général. 

Si  l'on  suppose  m  =  o,  il  faut  remplacer-^ par  loga;  on  a 


—  D^  logrt  =  a"^ 


a,  a  o  o  o 

2«,  a,  a  o  o 

3  a;,  a.,  (i,  a  o 

\a^  a-j  a.,  a,  a 

5  a-,  a.,  a,  a.,  a, 


C'est  la  formule  de  Waring  mise  sous  forme  de  déterminant. 


()°  Si  l'on  veut  calculer  ïes  nombres  de  Bernoulli.  on  a.  par  ce  ([ui 
précède,  poiu"  le  troisième  nombre, 


B.= 


i.2«.3^4'.5^6^7 


3 . 2  o  ()  n 

4 . 3  4  •  3  •  2  o  o 
0.4  5.4-5  5.4-3.2            o 

G .  5  G .  5 . 4  G .  5 . 4  •  3  G .  "i .  4  •  ^  •  2  , 

- .  G  -  .  G .  5  ■j .  G .  5 .  i  7  .  (") .  5 .  '1  3  j 


la  loi  est  évidente.  Ce  déterminant  se  calcule  avec  la  plus  grande  faci- 
lité, en  retrancbant  dabord  la  première  ligne  de  toutes  les  autres,  ce 
qui  léduit  l'ordre  du  déterminant  de  i  ;  en  retranchant  dans  le  nouveau 
déterminant  le  double  de  la  première  ligne  de  la  seconde,  le  triple  de 
cette  même  ligne  de  la  troisième,  et  ainsi  de  suite,  ce  qui  réduit  encore 
l'ordre  de  i,  etc.  Eu  même  temps  que  l'on  fait  cette  opération,  la  plus 
grande  partie  du  coefficient  disparait. 

-"  Étant  données  les  deux  équations  algébriques 

a,„x'"-ha„^,x'"-'  -+-  a,„_.iX'"'-  -h. .  .-h  a  =  o, 
bx"  -f-  b^x"~^  -I-  b-^x""-  + . . .  +  è„  =  o, 

l'expression  littérale  de  leur  résultante  R  est  donnée  par  la  formule 

R  =  a-'b'"  H-  Da^Dè'"  -H  D'à"  Wh'"  ^-.  . .  -K  Wa"  U"'"b"'. 


les  coefficients  numériques  de  chaque  terme  restant  à  déterminer.  Lu 
théorème  connu  donnait  bien  déjà  cette  forme  littérale,  mais  il  n'y  a 
qu'à  chercher  à  développer  quelques  termes  par  ce  théorème  pour 
reconnaître  bien  vite  que  son  emploi  est  presque  impossible,  même 
pour  des  degrés  peu  élevés. 

8"  Je  ferai,  en  dernier  lieu,  remarquer  que  l'on  peut  encore  étendre 
la  signification  de  la  caractéristique  1). 
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Soit  le  produit  de  deux  fonctions  de  série 

a{a  -h  a,x  -{-a^cc-  -\-  . .  .)|(6  +  6,j;  +  b^x-  -{-. .  .) 
=  [r^{a)  -h  xD  rp[a)  +  x^  J)-  (p{a)  -h . . .] 

X  [^{b)  +  x'D'^ib)  -h  x-B'^{b)-h. ..] 
=  s>{a)^{b)^.r[o{a)-D^{b)-h'^{b)-D<p{a)] 

-hx[(?ia)D-^{b)-+'D^{a)D'h{b)-h'l{b)'D-f(a)]+.... 

Si  l'on  pose,  en  général, 

D"ip(a)4;fè)  =  9(a)D"(i(è) 

-l-D(p(a)D"-'4-(è)  +  D-y(ayU«--.J;(/^j  +..., 

on  pourra  écrire  plus  simplement 

'^(fl  -h  a,x  -h  a.,x-  -+-. . .)  ^{b  -+-  6,  x  -h  b^x-  +. . .) 

=  'p{a)^{b)  -t  xD  o[a)  ^{b)  -h  x^D-o{a) '^{b)  +.... 

L'équation  qui  sert  ici  à  définir  la  quantité  D"(p{a)'^i  b'\  raj)pelle 
l'équation  connue  du  Calcul  différentiel  qui  devient 

B"f{x)  'i{x)  =  f(x)Ty'<^{x)  +  Dip(ic)  jy'-'<\>(x)  +. . ..    ■ 

lorsqu'on  remplace  le  symbole ^ j-^  par  D". 

Ce  rapprochement  est  d'ailleurs  plus  complet  encore,   car  la  for- 
mule (3)  avec  cette  notation  n'est  pas  autre  que  la  formule 

<p{a  -h  a,  X  -{-  a.,x-  -\- . . .) 

=  's{a-ha,x-h...)-\-xDoia+a,x+  ...)-\-x'^D-f{a  +  a,x-h...  :  +  ... 

quand,  dans  les  coefficients  différentiels,  on  fait  a;  =  o  ;  ou,  en  d'autres 
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termes,  on  a 

'/" 

] )" s  I  a  I  = ^ -, —  0  (  a  -1-  </ ,  .T  +  rt,  3"  -i-  •    •  • 

en  faisant  r  =  o  dans  le  second  membre. 

Lacroix  a  dit  dans  la  préface  de  son  grand  Ouvrage  :  «  J.e  calcul 
d'Arbogast  a  peut-être  été  jugé  trop  défavorablement.  »  Je  désire  que 
les  quelques  problèmes  que  je  viens  de  résoudre  fassent  partager  cette 
opinion  au  lecteur. 

Les  solutions  des  problèmes  indiqués  sous  les  n"*2,  5,  (>,  7.  8  me 
paraissent  nouvelles;  les  autres  se  trouvent  plus  ou  moins  dans 
Lacroix 
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Sur  une  formule  générale  relative  h  F élcctrisation 
par  influence   ('  )  ; 

Par  m.  R.  CLAUSIUS. 

(Extrait    et    annoté    par    la    Rédaction.) 


Divers  auteurs  ont  établi  différentes  formules  réciproques  se  rap- 
portant à  l'influence  mutuelle  de  deux  corps  conductcm's  de  l'électri- 
cité. Nous  nous  proposons,  dans  ce  qui  suit,  de  donner  une  formule 
très  générale  qui  comprend,  comme  cas  particuliers,  plusieurs  des  lor- 
mules  précédentes. 

Soient 

C,),  (Co),  ..  .,  (G„)  m  corps  conducteurs  qui  agissent  les  uns  sur  les 

autres  par  influence; 
Qi.  Q2.  •  •  '  Q«  'ps  quantités  d'électricité  qui  se  trouvent  siu"  ces  corps 

à  la  suite  d'une  première  charge  ; 
V, ,  Vj,  .    . ,  V„  les  niveaux  potentiels  correspondants  ; 
©,,  ça, (tu,,  et  tJ,,  tlo,  . . .,  11„  les  équivalents  des  Q  et  \  pour 

une  seconde  charge. 

I,a  formule  qu'il  s'agit  de  démontrer  est  la  suivante  : 

(I)    V,  ©,  +  V,(ïao  +  . .  .-^  V„(!îl„  =  11,Q,  +  tD,Q,-f-. .  .-H  Î)„Q„. 

(')  WiEDEMANiN,  Aiinales  de  Chimie  et  de  Physique:  1877,  p.  493  et  suiv. 
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ou  plus  siiiiploineiit,  t-u  eniplovaut  une  nolation  coinuif. 

(i„)  iy(ù  =  iVQ. 

Concevons  un  espace  limité  par  les  surfaces  des  concluctcuts  et  par 
celle  d'une  sphère  d'un  rayon' aussi  grand  que  l'on  voudra,  (^t  (pii  en- 
veloppe tous  les  corps. 

Soient 

d-  un  élément  de  volume  de  cet  espace; 

d'j)  un  élément  de  l'une  ou  de  l'autre  des  surfaces  qui  le  déteriniut  ut  : 

du  un  élément  de  la  normale  intérieure  au  point  correspondant  à  d-.). 

La  fonnule  de  Green  de\  ient 

:,        fY^^dr.-^  fY^Vd.=  fv§^d.-^fv^Yd.    n). 

La  première  et  la  troisième  intéi^ralo  de  cette  fornud<'  se  rapportent 
à  la  surface  totale  fjui  détermine  l'espace  considéré,  et  les  deux  autres 
au  volume  de  cet  espace. 

Mais,  comme  il  n'v  a  pas  d'électricité  dans  le  même  espace,  de  la 
façon  dont  les  charges  électriques  sont  effectuées,  nous  avons 

AV  =  o,      AH  =  (), 

et  léquation  ci-dessus  se  réduit  à  la  suivante  : 

Si  le  ravon  R  de  la  sphère  est  extrémeineul  grand,  les  portions  de  \' 


(')  Nous  rappellerons  la  iiolalion  suivante  : 

d'-  rfî  d- 


II.  P.. 
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«•tdt'll  rclativcsà  sa  surface  honl  de  l'ordre  de  t->  el  les  déri\ées-^,  -r- 

l>  dti    du 

de  l'ordre  de  ï^C). 

D'où  il  suit  que  les  iutégrales  de  l'équatioii  (2)  peuvent  être  consi- 
dérées comme  se  rapportant  uniquement  à  la  surface  totale  des  con- 
ducteurs. 

Soit  d'ji,  un  élément  (hi  de  la  siu'face  du  conducteiu'  (C',). 

En  remarquant  que  V,  et  11,  sont  constants  à  la  surface  de  ce  corps 
connue  dans  son  intérieur,  l'équation  (2)  devient 

si  hi  et  1),  désignent  les  densités  électriques  superficielles  du  conduc- 
teur (C,)  qui  se  rapportent  respectivement  à  la  première  et  à  la  seconde 
charge,  ou  sait  cpie 

du  ^  (lu  ^      '" 

et.  au  lieu  de  l'équation  (3),  on  a  la  suivante  : 

1  V,  M),  f/w,  +  V.  /  I).,  d',u  +  V3  /  I),  f/w3  + .  .  . 

=  11,/  /*,  d'j),  4- tK  j  h^  d'^.,  +  II3  /  h,  rfoj,,  + 


(')   En  efl'et,  lors  de  la  première  charge,  par  exemjjle,  on  a,  pour  U  c\t 
iiienl  grand  avant  de  le  supposer  infini, 


renie- 


SQ,.  H.  R. 


dy_^ 

du  "  R= 
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Or,  on  a 

et  la  formule  (I)  se  trouve  ainsi  démontrée. 

Applications.  —  i"  Supposons  que  (C,)  se  trouve  en  communication 
avec  la  Terre,  nous  aurons 

V,=  o,     t1,  =  o. 

Maintenant  aclmettoiis  qu'en  chargeant  ce  corps  il  ne  reçoive  pas  d'é- 
lectricité  du  dehors,  mais  seulement  un  partage  inégal  d'électricité  par 
influence;  sa  surface  sera  couverte  en  ])artie  d'électricité  positive  et  en 
partie  d'électricité  négative,  de  telle  sorte  que  la  masse  totale  des  deux 
électricités  sera  nulle.  Nous  aurons  ainsi 

Q,  =  o,     V,  =  o. 

Donc,  les  corps  qui,  lors  des  deux  charges,  sont  en  communication 
avec  la  terre  ou  qui  sont  isolés  sans  charge  initiale  ne  donnent  aucun 
terme  dans  l'équation  (  I  ) . 

2"  Admettons  maintenant,  et  dans  tout  ce  qui  suit,  à  l'exception  de 
fC,  )  et  (Cj),  que  les  autres  corps  remplissent  l'une  ou  l'autre  des  con- 
ditions ci-dessus,  l'écpiation  (I)  se  réduit  à  la  suivante  : 

(5)  V,©,  +  V,©2  =  l1.Q,  +  tloQ,. 

Supposons  :  i"  que  (C,)  et  (Co)  soient  d'abord  isolés  sans  électricité 
initiale  ;  2"  que,  à  la  première  charge,  (C,  )  reçoive  la  quantité  d'électri- 
cité E,  par  l'influence  de  laquelle  (C^)  atteindra  le  niveau  potentiel  V,  ; 
î"  que,  à  la  seconde  charge,  (Cj)  reçoive  la  quantité  d'électricité  E  dé- 
veloppée dans  (C,),  et  par  suite  le  niveau  potentiel  V,  ;  nous  aurons 

Q,=  o,     ©,  =  0,     Q,  =  ©,=:£; 

l'écpiation    j)  donne  alors 

(6)  y.  =  v,. 
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Ainsi,  le  nùeati  potentiel  qui  naît  clans  (C^)  quand  (('.,)  seul  a  clc 
chargé  est  égal  à  celui  qui  naît  dans  (C,  )  quand  on  effectue  V opération 
inverse  et  que  les  deux  charges  sont  égales. 

3"  Supposons  que,  à  la  première  cliai'ge,  fC,]  se  trouve  au  ui\c;ui 
potentiel  R,  tandis  que  (Ca)  est  en  eoniniunieation  avee  la  terre,  cl 
reçoive  par  influence  la  quantité  d'électrieite  O2;  quela  seconde  charge 
(Co)  se  trouve  au  niveau  potentiel  R,  tandis  que  (C,  ),  restant  en  com- 
munication a\ec  la  teire,  reçoive  [lar  influence  la  ipianlilé  d'électricité 
©1  ;  nous  aiu'ons 

^,  =  o,     tl,  =  o,      Y,  =  11,=  R, 

et  la  fornuile  (  5)  donne 

(7)  Qît,=Q,. 

Ainsi,  la  quantité  d'électricité  qui,  sous  l'injluence  de  la  charge  de  (C,  ), 
s'est  accumulée  sur  (  Cj  )  et  celle  qui  s'est  accumulée  sur  f  C,  )  par  l'injluence 
de  la  charge  !  (".,  )  sont  égales  entre  elles  lorsque  les  niveaux  potentiels  des 
corps  chargés  sont  égaux. 

On  |KMit  tirer  encore  hien  d'autres  conséquences  de  rér[uation  (l). 
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Commentaire  à   la  théorie  aiialjtiqnc  de  la   chaleur 
de   Foiirier  ; 


Par   m.    II.    RESAL 


L'unique  édition  (1822)  de  la  Théorie  de  la  chaleur  de  rilliisirc 
Fourier('  )est  épuisée  depuis  bien  des  années.  I^es  volumes,  en'nomhrc 
restreint,  dont  elle  se  composait,  ont  été  absorbés  en  grande  partie  par 
des  pays  étrangers,  surtout  par  l'Allemagne,  d'où  certainement  ils  ne 
nous  reviendront  plus.  Cet  Ouvrage  ne  se  trouve,  à  Paris,  que  dans 
quelques  bibliothèques  ouvertes  au  public,  et  dans  des  bibliothèques 
spéciales  destinées  exclusivement  à  des  catégories  déterminées  de  per- 
sonnes. 

I^a  plupart  des  bibliothèques  municipales  et  imiversitaires  de  pro- 
vince n'en  possèdent  pas. 

A  la  suite  de  ventes  de  bibliothèques  particulières,  on  en  trouve  de 
temps  à  autre  un  exemplaire  dans  le  commerce,  mais  la  plupart  de 
nos  géomètres  ne  .sont  pas  en  situation  d'en  faire  l'acquisition,  en 
raison  du  prix  élevé  auc[uel  il  est  porté.  Aussi  le  chef-d'œuvre  de  l'une 
de  nos  plus  grandes  gloires  scientifiques  n'est-il  généralement  connu 
de  nos  jeunes  générations  que  dans  certaines  parties,  purement  anal  v- 
tiques,  introduites  dans  les  traités  modernes  de  Calcul  intégral  [-). 


(')  Jean-Baptiste-Joseph  Fourier  est  nij  à  Auxerre  le  29  mars  1768,  et  mort  à 
Paris,  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences,  le  i6  mars  i83o. 

(')  Voir  notamment  le    Traité  de  Calcul  dijjérentiel  et  intégral  de  M.   J. 
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Aussi  ai-je  reconnu,  depuis  longtemps,  l'utilité  que  présenterait  la 
|)ublication  d'un  extrait  des  parties  essentielles  de  la  théorie  de 
Foin-ier;  je  ne  songeais  pas  à  entreprendre  moi-même  ce  travail,  mais 
f|uelques-uns  de  mes' amis  m'ont  engagé  à  m'exécuter,  et  j'aurais  eu 
mauvaise  grâce  à  ne  pas  me  rendre  à  leurs  désirs. 

Toutefois,  je  n'ai  pas  cru  devoir  suivre  Fouricr  pas  à  pas  sur  les 
points  suivants  :  i"  au  lieu  de  déduire  l'expression  du  flux  de  chaleur 
dans  un  corps  homogène  de  la  considération  d'un  mur  indéfini,  je  l'ai 
étaljlie  directement  en  partant  de  la  loi  du  rayonnement  particulaire  à 
travers  un  élément  plan  ;  2"  j'ai  posé  les  équations  en  coordonnées  cy- 
lindriques et  sphériques  du  mouvement  de  la  chaleur  dans  toutes  leurs 
généralités,  au  lieu  de  me  restreindre  à  des  cas  particidiers;  3"  j'ai  sup- 
primé les  développements  métaphvsiques  auxquels  Fourier  s'est  livié 
sur  la  chaleur,  et  qui  ne  sont  plus  conformes  aux  idées  actuelles  des 
phvsiciens  ;  4"  j'ai  également  supprimé  ses  études  préliminaires,  qui  ont 
précédé  le  développement  en  série  trigonométrique  d'une  fonction  pé- 
riodique, et  finalement  la  représentation  d'une  fonction  arbitraire  au 
moyen  il'intégrales  définies. 

Pour  éviter  toutes  recherches  au  lectem*,  j'ai  donné  en  note  au  has 
(le  la  page  les  différentes  intégrales  et  les  formules  dont  on  a  besoin,  eu 
en  donnant  des  démonstrations  ou  pins  simples  ou  plus  rigoureuses 
(pie  celles  qui  se  trouvent  dans  la  Théorie  de  la  Chaleur,  démonsti-a- 
tions  empruntées  à  divers  géomètres  qui  sont  arrivés  après  Fourier. 

J'ose  espérer  que  ce  Commentaire,  une  fois  compris,  facilitera  la  lec- 
ture des  Ouvrages  suivants,  cpie  l'on  ne  saurait  trop  recommander  : 
1°  Théorie  mathémalique  de  la  chaleur,  par  S.-D.  Poisson  (')  (iSK)   ; 


Be^lrand(2"^'oi.,  1870)  ;  le  Traité  de  Calcul injinitcsiinalàe  M.  Dulianiel  tiSjd  1  ; 
le  Cours  d'Analyse  de  l'École  Polytechnique  de  M.  Sliirm  {1878  );  \<i  Cours  de 
Calcul  différentiel  et  intégral  àe  M.  J.-A.  Serret  (1880). 

(')  \in  deliors  àa  digressions  sur  le  rayonnement,  le  refroidissement  et  sur  l'in- 
légralion  des  (jqualions  aux  différentielles  partielles,  Poisson  ne  s'est  principa- 
lement occupé  que  du  mouvement  de  la  chaleur  dans  la  sphère,  indépendamment 
de  toute  hypothèse  sur  la  répartition  de  la  température  initiale  intérieure  et  sur 
la  loi  de  la  variation  de  la  température  du  milieu  ambiant  avec  la  position  des 
éléments  de  la  surface  avec  les(|uels  il  est  en  contact.  Il  fait  ensuite  l'application 
de  ses  formules  au  mouvement  de  la  chaleur  à  l'intérieur  et  à   la  surface  de  la 
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2°  Cours  de  Physique  mathématique,  par  M.  Emile  Mathieu  ('  )  (187^)  : 
3"  Leçons  sur  la  Théorie  mathématique  de  la  chaleur  (t8()i),  par  ]\I.  G. 
Lamé  (') . 


^  I.    —   Généralités. 
!.   Bu  flwx  de  la  chaleur.        Soient 

f/w,  d-m'  les  volumes  de  deux  éléments  matériels  très  voisins  /??,  m'  d'un 
corps  solide  homogène  ; 

V,,  y,  leurs  températures,  la  première  étant  censée  inférieure  à  la 
seconde  ; 

rla  distance  des  deux  éléments  ; 

F(r)  une  fonction  de  la  distance  r,  dépendant  de  la  nature  du  corps, 
qui  décroît  très  rapidement  quand  r  augmente,  et  devient  insensible 
ou  nulle  quand  r  atteint  ou  dépasse  une  certaine  limite  r, ,  très  petite 
et  du  même  ordre  de  grandeur  que  les  intervalles  intermolécu- 
laires. 

Une  induction  théorique  tirée  des  résultats  de  l'expérience  conduit 
à  représenter  par 

¥[r){Y^-\,)drzdv,'dl 

la  quantité  de  chaleur  envoyée  par  m'  à  m  dans  le  temps  dt,  l'excès 
de  température  V,  — V,  étant  nécessairement  très  petit,  en  raison  delà 
continuité  que  présentent  les  phénomènes  naturels. 


terre.  Ces  deux  f|iiestions  avaient  déjà  été  traitées  à  peu  près  de  la  même  ma- 
nière par  Laplace  dans  le  4°  Volume  de  la  Mécanique  céleste. 

(')  M.  Emile  Mathieu  a  notamment  ajoiUé  deux  chapities  importants  à  la 
Théorie  mathématique  de  la  chaleur,  l'un  qui  se  rapporte  à  l'équilibre  de  cy- 
lindres indélinis  de  ditlérenles  formes,  et  l'autre  à  l'équilibre  de  temiiéi-ature  de 
l'ellipsoïde. 

{''■)  Lamé,  aliaiidnuuaiit  le  chemin  Imttu,  a  abordé  la  Théoiie  du  mouvement 
de  la  chaleur,  non  plus  dans  rhv|)othèse  d'un  solide  homogène,  mais  plus  géné- 
ralement dans  celle  d'un  corps  cristallisé.  Comme  il  v  a  peu  de  connexité  entre 
cet  Ouvrage  et  celui  de  Fourier,  je  ne  crois  pas  devoir  en  dire  plus. 

Journ.  de  Math.  (S"^  scrio\  l..nir  VIII.  —  Mins   if-Sj.  I  I 
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Soient  O.r,  Or,  Oz  trois  axes  rectangulaires;  fi?w  nn  élément  super- 
ficiel compris  clans  le  corps  et  appartenant  à  un  plan  indéfini  (P)  pa- 
rallèle à  zOy. 

Pour  obtenir  la  cjuantité  de  chaleur  s  cpii  traverse  d^  dans  le 
temps  dt,  il  suffit  de  faire  la  somme  des  cpiantités  de  chaleur  envoyées 
par  les  molécules  /n'  du  corps  situées  d'un  côté  de  (P)  à  celles  des 
molécules /w,  situées  de  l'autre  côté  de  ce  plan,  pour  lesquelles  les  droites 
m,  m  ,  rencontrent  t/w  dans  l'intérieur  de  son  périmètre. 

Soient 

X,  y,  z  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G  de  du\\ 

V  la  température  en  ce  point; 

X  -r  l,  y  -\-  h,  s  +  k  les  coordonnées  de  m  ; 

X  -i-  /',  y  H-  //,  z  H-  k'  celles  de  ni' . 

D'après  le  principe  élémentaire  admis  plus  haut,  les  longueurs /,  h, 
k,  l' ,  h' ,  k'  sont  très  petites,  et  nous  pourrons  négliger  leurs  puissances 
supérieures  à  la  première,  leurs  produits  deux  à  deux,  etc.,  ce  qui  re- 
vient à  poser 

V,  =  \  +  -^  /  -^  -j-h  H-  -T-  k, 
'  rt.v  ri  y  dz 

,  rf\  „        c/V  ,,        f/V  ,, 

\  ,T=Y  -h  ^-l  ^  -r  h'-'T  ~j-  k  . 
'  d.v  (ly  clz 

On  a  donc,  pour  la  quantité  de  chaleur  cherchée, 

^-^<tty^f[l'^l)'^{r)dr.drr: 

+  ''^^-  f{h'  -h)F{r)  dv;  dr^  ;-  '']^  f{k'  -  k)  F(r)  dzô  rfc'  1 . 

Par  suite  du  groupement  symétrique  des  particules  du  corps  par 
rapport  à  la  parallèle  en  G  à  0.r,  particules  qui  peuvent  être  consi- 
dérées comme  avant  le  nièm-e  volume,  on  voit  qu'à  une  valeur  de/-  cor- 
respondront doux  systèmes  de  //,  h',  k,  k'  identiques,  mais  ;iffectés  de 
signes  contraires;  il  résulte  de  là  que  les  deux  dernières  intégrales  de 
l'expression  ci -dessus  de  s  sont  nulles,  et  que  l'on  a  simplement 

^       dr~  j'v{r){l'    -l)drr,dx:,'. 
Déterminons  d'abord  la  portion  z   de  s  qui   se  rapporte  aux  mole- 
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Cilles  nï  et  m,  pour  lesquelles  la  distance  /■  reste  constante  en  gran- 
deur et  en  direction.  Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  que  les 
molécules  m!  sont  situées  au-dessous  de  rfco  par  rapport  au  plan  jOs 
censé  horizontal,  t'.es  molécules  déterminent  wn  cylindre  oblique  pa- 
rallèle à  r,  ayant  pour  base  (/w;  de  sorte  que  l'on  peut  prendre 

d-Tz'  =  d'^  dl  ; 
d'ailleurs  on  a  la  relation 

l  -^  l'  =^  rco's' r,  a7\ 

et  la  limite  de  /'  est  — /•cos(r,  j:;);  il  vient  donc,  en  effectuant  une 
intégration  par  rapporta  /'  entre  o  et  cette  limite, 


et,  par  suite, 


c'  =  —  dt  -7—  F  ;  /•  1  /■-  cos- ,  /',  X   d'ji  d^, 

UJU       '■    '  ^  ' 

î  -  —  dt  -j—  f/o)  /  F \r)r-  cos- :  r,  x)  drû. 


Cette  intégrale  s'étend  a  toutes  les  molécules  m  situées  au-dessus  de 
d'j>  et  à  toutes  les  valeurs  de  r  comprises  entre  o  et  r, ,  et  par  consé- 
quent c'est  une  constante  a  qui  ne  dépend  que  delà  nature  du  corps. 
Nous  avons  ainsi 

(i)  ■.=~a-^d'.,dt. 

■    II  1  d\ 

La    constante  a  est   essentiellement    positive,  attendu  que -1-7  est 

négatif  et  i  positif,  puisque  le  mouvement  de  la  chaleur  ne  peut  avoir 
lieu  que  de  la  partie  la  plus  chaude  du  corps  vers  la  partie  la  plus 
froide;  elle  a  reçu  le  nom  de  coefficient  de  conductibilité  intérieur. 

Si  nous  considérons  la  quantité  de  chaleur  envoyée  par  m'  à  m 
comme  une  forcedirigée  de  la  preniièrede  ces  molécules  vers  la  seconde, 
et  que  nous  transportions  toutes  les  forces  semblables  parallèlement  à 
elleÇ-mèmes  en  G,  leur  résultante  sera  c,  et,  en  raison  du  groupement 
symétrique  des  molécules  par  rapport  à  la  normale  en  (i  à  </w,  elle  sera 
dirigée  suivant  celte  normale. 

Le  Jlux  de  clialeur,  qui,  à  un  instant  donné,  se  rapporte  à  un  élé- 
ment d'j>,  est  la  cpiantité  de  chaleur  qui  traverse  cet  élément  rapportée 
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.à  l'unité  de  surface  et  à  l'unité  de  temps.  Dans  les  conditions  ci-dessus, 
le  flux  de  chaleur 

(2)  X.-    -«^ 

peut  être  représenté  par  une  droite  perpendiculaire  à  r/co  ou  à  O^'. 
Nous  dirons  aussi  que  X  est  le /lux  de  chaleur  au  point  G  estimé  paral- 
lèlement à  Ox. 

2.  Propriété  générale  dujlur  de  chaleur  relatif  à  un  point  déterminé 
d'un  corps  homogène  à  un  instant  quelconque.  —  Soient 

mx,  my,  mz  trois  axes  rectangulaires  partant  d'un  point  m  du  solide; 
ma  ==  dx,  mh  =  dj,  me  =  dz  des  longueurs  infiniment  petites  portées 

respectivement  suivant  ces  axes  à  partir  de  m  ; 
da  l'aire  du  triangle  élémentaire  abc; 

1,  fj,,  V  les  angles  formés  par  la  normale  à  cet  élément  avec  mx,  my,  mz  ; 
N  le  flux  de  chaleur  qui  se  rapporte  au  même  élément; 
X,  Y,  Z  les  flux  de  chaleur  en  m,  parallèles  aux  trois  axes. 

La  quantité  de  chaleur  qui  pénètre  dans  le  temps  dt  dans  le  tétraèdre 
abcm  par  les  faces  bmc  =  doi  cos)i,  cma  =  da  cos|u,,  amb  =  dw  cosv,  a 
pour  ex|)ression 

dt  drj)  (  X  cosX  +  Y  cos/j.  +  Z  cosv  ) . 

En  en  retranchant  la  quantité  de  chaleur  N  t/oj  dt  qui  s'échappe  par 
abc,  il  reste 

dt  du  [  X.  cosX  +  V  cosp,  -f  Z  cosv  —  N  ). 

Mais  cette  dernière  quantité  de  chaleur  ne  serait  employée  qu'à 
élever  d'ime  quantité  infiniment  petite  la  température  du  tétraèdre  qui 
est  du  troisième  ordre;  elle  est  donc  nulle,  et  nous  avons  ainsi 

['\)  N  —  X  cosX -T- V  cosfJL-i- Zcosv. 

Soient  /,  >;,  s  ^^'^  coordonnées  de  l'exlrémité  de  la  droite  /«N  qui 
représente  N.  L'équation  (3)  revient  à  la  suivante 

^]N  =  X  \  -f-  Y ^-\.  +  Z  -4 , 


d'où 


ou  encore 
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/-  H-  cr  +  ?^  =  Xx  -r-  \r}  -r-  ZÇ, 

On  voit  ainsi  que,  si,  à  ini  instant  déterminé,  on  fait  \arier  l'orien- 
tation de  l'élément  r/w,  i"  le  lieu  des  points  N  est  une  sphère  passant  par 
le  point  m;  2"  il  y  a  une  position  de  l'élément  pour  laquelle  lejlux  atteint 
une  valeur  maximum  que  nous  désignerons  sous  le  nom  de  flux  principal  ; 
3"  le  flux  de  chaleur  estimé  suivant  une  droite  quelconque  est  la  pro- 
jection du  flux  principal  sur  celte  droite;  4"  le*  flux  principal  est  la  résul- 
tante géométrique  de  trois  flux  à  angle  droit  (  '  j. 

3.  Equation  du  mouvement  de  la  chaleur  en  coordonnées  rectangu- 
laires.—  Soient  Ox,  O)',  Os  trois  axes  rectangulaires  auxquels  on  rap- 
porte un  solide  homogène  dans  lequel  la  chaleur  est  en  mouvement. 

Considérons  un  parallélépipède  élémentaire  ayant  son  sommet  en  m 
et  pour  arêtes  dx,  dy,  dz.  La  quantité  de  chaleur  cjui ,  dans  le 
temps  dt,  pénètre  dans  la  lace  dydz  qui  passe  par /n  a  pour  expression 

-r^dydzdt^, 
et  celle  qui  en  sort  par  la  l'ace  opposée 


-^dydzdti^l^  +  '-^.dx), 
d'où,  pour  la  différence, 


a  dt  dx  dy  dz  -7-—  ■ 


(  '  )  Le  flux  principal  est  normal  à  la  surface  isotherme  passant  par  m  à  l'instant 
considéré.  En  elTet,  on  a,  i)ar  exemple, 

_  ^ X  _  ___      dx 

V  dx'-  '^  dy-  '^  dz'- 

ce  qui  est  bien  le  cosinus  de  l'angle  formé  par  Ox  par  la  surface  V  =  consl. 
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En  ajoutant  cette  expression  à  celles  que  l'on  en  déduit  en  chan- 
geant X-  en  V  et  z,  on  trouve  que  la  quantité  de  chaleur  qui  reste  dans 
l'élément  est 


7        7  7  7      /    <^'^  f'"^  d'-\\ 

a  al  dx  dy  dz-  (  -j  ,-  -1-  -j-^  -\ — ,^  1  - 


dx^         dy-  dz 


Mais  cette  quantité  a  été  employée  à  élever  de  -7-  dl  la  température 
du  volume  dxclydz,  ou  à  produire  l'effet  calorifique 

,';  dx  dy  dz  —r  dt, 
'  •-'  dt 

en  désignant  par  jj  la  chaleur  spécifique  du  corps  rapportée  au  vo- 
lume  Si  l'on  égale  cette  expression  à  la  |)récédente,  et  si  l'on  pose 

(4)  ^^\ 

on  trouve 

d-\         f/-\     .    d'\  __     I    f/V 

^'^^  cU^-  "^  'dj-^  "^  7/^  ~  h}  ~dt' 

Lorsque  la  température  en  chaque  point  du  corps  varie  avec  le 
temps,  on  dit  que  le  mouvement  de  la  chaleur  est  varié,  et  l'équation  (i) 
est  celle  de  ce  mouvement. 

Quand  la  température  reste  constante  en  chaque  point  du  corps,  on 
dit  qu'elle  est  stationnaire  ou  que  le  mouvement  de  la  chaleur  est  uni- 
forme. Dans  ce  cas,  on  a 


dV 
dt 


o, 


et  l'équation  (  ">)  se  réduit  à 


4.  Conditions  relatives  à  la  su/face.  —  La  fonction  \  ,  qui  représente 
la  température  au  point  {x,y,  z),  ne  doit  pas  seulement  vérifier  l'équa- 
tion aux  différences  partielles  (1)  ou  (V),  il  faut  encore  qu'elle  satis- 
fasse à  la  condition  relative  à  la  surface,  dont  nous  allons  maintenant 
nous  occuper. 
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Comme,  dans  ce  qui  suit,  nous  ne  considérerons  que  des  corps  placés 
dans  des  milieux  dont  la  température  est  uniforme,  nous  pourrons, 
pour  plus  de  simplicité,  substituer  à  la  température  intérieure  du  corps 
son  excès  sur  celle  du  milieu  ambiant,  ce  qui  revient,  en  définitive,  à 
changer  l'échelle  therinométrique  en  prenant  pour  o  la  température 
du  milieu . 

Soient  dr  un  élément  de  la  normale  menée  au  point  m  de  la  surface 
du  corps,  mesuré  à  partir  de  ce  point;  d'j>  l'élément  de  la  surface  en  m. 

La  quantité  de  chaleur  qui  s'échappe  par  r/o)  dans  le  temps  dt 
est  (  I  ) 

—  0.-1-  dfj)  dt. 
dr 

En  admettant  que  V  soit  assez  petit  pour  que  la  loi  de  Newton  rela- 
tive au  rayonnement -soit  admissible,  la  quantité  de  chaleur  rayonnée 
par  d(j)  dans  le  temps  dt  est  la  forme  hN du^dt,  h  étant  ime  constante 
qui  ne  dépend  que  de  l'état  de  la  surface  et  de  la  nature  du  milieu,  et 
qui  a  reçu  le  nom  de  coefficient  de  conductibilité  extérieure.  Nous  avons 
donc 

—  a  —,--  dw  dt  =  Ii\  r/o)  dt, 
ar 


dr 


en  posant 


La  condition  (6)  devra  être  transformée  en  raison   du   svstème  de 
coordonnées  dont  on  aura  fait  choix. 

Revenons  aux  coordonnées  rectangulaires. 
Soient 

(8)  f[x,y,  s)  ^  o 

l'équation  de  la  surfac(%  et 
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On  a 

dr 

_  rfV  dx        d\  dy  ^  d\  dz 
dj-    dr          dy  dr     '     dz    dr 

Â\(/j.-  d.v         dy  dy         dz   dz 
et  la  condition  (6)  prend  la  forme 

I [d\_  dj^    ^ ^ ^'HiC\  ^1  — 

du:    dx'         dy  dy  dz    i/z  I         n. 

Ainsi,  pour  qu'une  intégrale  de  l'équation  (">)  ou  (j)  soit  admis- 
sible, il  faut  qu'après  l'avoir  substituée  dans  l'équation  (9)  on  obtienne 
un  résultat  compatible  avec  l'équation  (8). 

Il  est  facile  de  vérifier  que  l'équation  (9)  n'est  qu'une  conséquence 
de  la  formule  (3)  du  n"  2,  en  supposant  dans  cette  dernière 

(IX  II  y  az 


5.  Condition  relative  à  l'état  initial  dans  le  cas  du  mouvement  varié 
de  la  chaleur.  —  A  l'instant  pris  pour  origine  du  temps,  la  température 
en  chaque  point  du  corps  ne  dépendra  que  de  sa  position  ou  de  ses 
coordonnées.  On  pourra  donc  la  représenter  par  une  fonction  de  la 
forme 

r(.r.  V,  =), 
et  qui  est  censée  donnée. 

Ainsi,  en  supposant  que  l'on  ait  satisfait  à  l'équation  (5)  et  aux  con- 
ditions (8)  et  (9),  il  fiiut  encore,  pour  que  la  solution  obtenue  soit  ad- 
missible, qu'elle  satisfasse  à  cette  nouvelle  condition 

(10)  V=F(.r,j,  z)     pour  /  "  o. 

6.  Equation  du  mouvement  de  la  chaleur  en  coordonnées  cylindriques. 
—  L'équation  qu'il  s'agit  de  trouver  j)nurrait  se  déduire  de  l'équa- 
tion (5)  par  une  transformation  de  coordonnées,  mais  il  est  bien  plus 
simple  d'y  arriver  directement. 

Soient  r  la  distance  à  l'axe  Oz  d'iui  point  quelconque  m  du  solide 
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doiit  rordoiinée  est  3  ;  il^  la  longitude  ou  l'angle  formé  par  le  plan  méri- 
dien/nO:;  avec  le  plan  zOx. 

Un  élément  de  volume  peut  être  considéré  comme  étant  déterminé 
par  trois  couples  de  surfaces  orthogonales,  savoir  :  1°  deux  cylindres 
circulaires  avant  Os  pour  axe  clr,  ^^-  clr  pour  rayons;  2°  deux  plans 
méridiens  qui  forment  avec  le  plan  zOjc-  les  angles  <\i  et  f^ -h  d'!^  ; 
3°  deux  plans  parallèles  au  plan  xOy,  et  dont  les  ordonnées  sont  :;  et 
z  +  dz. 

La  quantité  de  chaleur  qui  entre  pendant  l'instant  dt  dans  l'élément 
de  volume  par  la  face  située  sur  la  surface  du  cylindre  de  rayon  r  est 

-  a  (Il  r  d'iji  dz  -j-  > 

et  celle  qui  sort  par  la  face  opposée 

,     ,,     ,    /    d\  d      dW    j  \ 

-c<dul!^dz{r^,^.^,r-^dr), 

d'où,  pour  la  différence, 

(a)  cidtdrdJfidz 


dr 


La  chaleur  qui  entre  par  la  face  située  dans  le  plan  méridien  dont  la 

longitude  est  i{^  est 

7    7    7    '^'V 
—  a  dl  drdz — >,  > 

et  celle  qui  en  sort  par  la  face  opposée 

,  drdz  ld\         d-'\  j,\ 

d'où,  pour  la  différence, 

,  ,  dr  dz  d<l  d''  V 

b  adl '-  -TTT  • 

r  d'I- 

£nfin,  par  les  faces  correspondant  aux  ordonnées  z,  z  +  dz,\\  entre 

Jouni.  ,/c    Math.  (.;=  sùrie),  tome  Vlll.  —  Maks  i«Sj.  I  - 
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et  sort  respectivement  les  quantités  de  chaleur 

'         cl: 
-  '/  dl  r  d'i^  dr  {^-^  ^  '^  dz  ) . 

dont  la  différence  est 

(  c  )  adtr  r/'l  dr  dz  --^  • 

La  quantité  de  chaleur  retenue  par  l'élénient  ou  la  sonune  des  ex- 
pressions {a),  (b),  (c)  a  servi  à  élever  de  ^^  rf/  sa  température  ou    à 

produire  l'effet  calorifique  [ir  dl  dz  dr  -j~dt.  > 

En  établissant  l'égalité  et  se  reportant  à  la  convention  (  i),  on 
trouve 

f/-\  /\  f/n;         1  d'\  _    r    d\ 

v'  ')  '■:s7ï       dr   ^  ''TTF  "^  ~s^~d^^  ^  K-  dt  ■ 

En  supposant  dans  cette  équation  -,-  =  o,  on  obtiendra  celle  qui  se 
rapporte  au  mouvement  uniforme. 

7.  Équalion  du  mouvemenl  de  la  chaleur  en  coordonnées  sphériques. 
—  Soient 

/la  distance  d'un  point  m  ([uelconque  du  corps  à  l'origine  O; 

9  sa  colalitude  ou  l'angle  mOz\ 

^  sa  longitude  ou  l'angle  formé  par  le  plan  mOz  avec  le  |)lan  zOx. 

Nous  déterminerons  ini  élément  de  volume  par  les  intersections  de  : 
i"deux  sphères  avant  O  pour  centre,  et  r,  r -\-  f/r  pour  rayons  ;  2°  deux 
cônes  de  révolution  autour  de  O2,  dont  les  demi-ouvertures  sont 
0,5 ->rd^;  '3"  deux  plans  méridiens  dont  les  longitudes  sont  ij>,  v{>-f-r/ij^. 

Les  cpiantités  de  chaleur  qui  entrent  et  sortent  respectivement  par 
l(^s  éléments  de  surfaces  sphériques  de  rayons  r  et  r  -h  dr  sont  respec- 
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tivement 

—  xdtrsmS  d6rd9-y    —  —  y.dlsm'j  dà  dO  (r'^—r^  —  V/). 

—  a  f//  sin  5  dà  dO  (  r  '—r^  —  \r-i-r     .  ,   dr) , 

'         \      dr  ai-         ' 

d'où,  pour  la  différence, 

>r-\r 


(a)  a  (-//  r/'}  dS  dr  si n  5  r 


r//-^ 


Les  éléments  situés  sur  les  surl;\ces  coniques  déterminées  par  les 
angles  0,  0  --  dO  donnent  de  même 

—  v.dlr  sin  5  d^i^  dr  -^  =  —  a  dt  d<\i  dr  si  n  5  -r^  > 

~  '^  ^^'  ^^^  ^^'-  (^'"  ^  S   +  r^  "^i"  '^  S  ''^j  ' 

d'où,  pour  la  différence, 

[h)  ar/zr/^^rr/S^^sinô^". 

Enfin  les  faces  situées  dans  le  méridien  dont  les  longitudes  sont 

<h,  '^  -T-  d<]j,  donnent 

,       ,.    ,        fl\  d(i  dr  d\ 

—  c(  dt  r  dj  dr — .   .   .,  =  —  «  ~^—r-  -r.  > 

,  d^dr  fd\'        fi-Y  j,\ 
d'où,  pour  la  différence. 

La  somme  des  expressions  [a],  [h],  (c)  devant  être  égale  à 

fi  dt  r  sin  5  f/d»  dr  r  dO  ~  dt, 
il  vient 

.    ,     r/nV        d    .    ,d\  I     '^'V  _  ;•«  ./V   .    , 
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Si  nous  posons  a  -  :  cos5,  cette  équation  se  met  sous  la  forme  sui- 
vante : 

,   ox  (^'/-V  d,  ,,f/Y  T       o'-V         r'-  d\ 

I  ->  )  r  — ;— ^;-    -p  1  I    —    a-  1  -7 ! ;    -y—    =    — ,    -y-  • 

'// -  ^/;j.  ~       f/;j.  I     -  ;x-    f/'i-  \\       dt 

Telle  est  l'équation  qui  a  servi  de  point  de  départ  à  Laplace  dans  ses 
recherches  sur  la  chaleur  centrale  du  globe,  et  dont  Poisson  a  fait 
usage  plus  tard  dans  sa  Théorie  de  la  chaleur. 

Dans  le  cas  où  le  mouvement  de  la  chaleur  est  uniforme,  on  a  sim- 
plement . 

/   0(\  d-r\         d   ,  r,  \  d\'  1        d-\ 

(  I  i  )  r  —r—  —  -^  (  I  -  y.-  ; 1 -y—  —  o. 

^         '  di  -  ihi.  ^  '      '   </'j.  j  —  a-    d'il- 


§  II.  —  Mouvement  de  la  chaleur  dans  un  solide  dont  les  dimensions  sont 
très  petites  et  dans  un  solide  indéfini  dans  lequel  la  direction  du  mou- 
vement de  la  chaleur  est  constante. 

8.  Equation  du  mouvement  de  la  chaleur  dans  le  solide.  —  Nous  sup- 
poserons que  le  solide  est  limité  par  luie  surface  canal,  que  la  section 
génératrice  oj  du  volume  est  assez  petite  pour  que,  dans  son  étendue, 
la  température  puisse  être  considérée  comme  constante,  enfin  que  la 
section  «  et  son  péiimètre  7  ont  un  centie  de  gravité  commun.  Nous 
désignerons  sous  le  nom  de  directrice  le  lieu  des  centres  de  gravité, 
qui,  avec  œ,  définit  la  forme  du  solide. 

I>es  théorèmes  de  Guldin,  généralisés  par  Stm'm,  seront  implicitement 
invoqués  dans  ce  qui  suit. 

Soit  .r  la  longueur  d'un  arc  quelconque  de  la  directrice  mesurée  à 
partir  d'une  origine  déterminée  A^. 

La  différence  entre  les  quantités  de  chaleur  reçue  et  rejeté(>  par  les 
deux  sections  normales  correspondant  à  a-  et  x  -h  dx  est 

/     ,                         /  --/V                7  /^V        d'\   ,  \  d-\   ,      , 

(a)  —  v.'o  al~, h  u'ji  dt  {  -, 1 — 1—>  dcc     =  aw  -;—  d.r dt, 

^  du  \i/.i-  d.i-  d.i- 

et  représenic  la   quantité  de  chaleur  qui  reste  dans  l'élément  de  vo- 
lume ij  d.v. 
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Le  milieu  ambiant  en  absorbe  la  partie 
[h)  cdx/iYdt. 

L'autre  a  pour  effet  d'augmenter  de  —  dt  la  température  du  vo- 
lume tadx,  et  a,  par  suite,  pour  expression 

(c)  ^'jidx       dt. 

Si  l'on  pose 

et  si  l'on  exprime  que  l'expression  [a)  est  égale  à  la  somme  des  expres- 
sions [b]  et  (c),  on  trouve,  en  se  rappelant  la  signification  deR^, 

'  '  ^  (ï^-^   '^  cr  ^  K'-    cU  ' 

On  reconnaîtra  facilement  que  cette  équation  s'applique  à  un  prisme 
ou  cylindre  d'une  section  quelconque,  sans  restriction  relativement 
aux  positions  respectives  des  centres  de  gravité  de  la  section  et  de  son 
périmètre. 

9.  Moiuement  uni/orme  de  la  chaleur.  —  Supposons  que  la  section 
correspondant  à  l'origine  A,,  de  x  soit  maintenue  à  ime  température 
constante  V^,  sous  l'action  d'une  source  de  chaleur  ayant  cette  tempé- 
rature; qu'une  autre  section  w,  en  un  point  A,  dont  la  position  est  dé- 
finie par  a- =  a;,  soit  maintenue  à  une  température  constante  V,  sous 
l'action  d'une  seconde  source  de  chaleur,  et  ainsi  de  suite.  Au  bout 
d'un  temps,  plus  ou  moins  long,  les  températures  deviendront  sensi- 

blement  stationnau-es,  et  nous  pourrons  supposer  -^  =  o.  L  équa- 
tion (i)  se  réduit  alors  à  la  suivante, 

,    .  d^-W        V 

^     •'  rt.c-  ti- 
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qui  a  pour  intégrale 

(3)  V  =  Me"+Ne"", 

en  désignant  par  ]M  et  N  deux  constantes  arbitraires. 

L'équation  (3)  fera  connaître  la  températm'e  dans  inie  section  située 
entre  A,  et  A,,  corraspondant  à  x,  en  déterminant  les  constantes  au 
moyen  des  conditions 

V,  -.:  AI  -^  N,     V,  =  i\le^  ^  l^e   "  . 

Entre  A,  et  Ao,  on  peut  supposer  que  x  a  pour  origine  le  premier  de 
ces  points,  et  nous  aurons  de  même 

Y,  =  M  +  N,     Y2  =  Me/^  +  ]Ne"", 
et  ainsi  de  suite. 

Supposons,  en  particulier,  que  le  solide  ne  soit  soumis  qu'à  l'action 
de  la  source  de  la  chaleur  à  la  température  V„  disposée  à  l'une  de  ses 
extrémités,  et  que  l'autre  extrémité  rayonne  dans  le  milieu  ambiant. 
Désignons  par  /  la  longueur  totale  de  la  directrice.  Nous  aurons 
d'abord 


W) 

v„ 

=  M  +  N, 

puis  la  condition 

dx 

II 

=  o     pour 

d'où  l'on  tire,  en  se  reportant  à  l'équation  (3), 
(/)  M.^(l  +  ;^)-N.-^(i-i)==o. 

Des  équations  (p")  et  (/)  on  déduit 


i\I 


M 


\a        ni 
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On  voit  que,  si  la  longueur  /  est  très  grande,  on  a  sensiblement 

M  :^  o,      N  =  V„ 
et 

\'  :=-  V„  e  " , 

formule  dont  les  conséquences  sont  trop  connues  pour  que  nous  pen- 
sions devoir  nous  y  arrêter. 

10.  Mouvement  varié  de  la  chaleur  dans  le  solide  lorsque  sa  directrice 
est  fermée  dans  les  deu.v  sens  ou  quelle  est  infinie.  —  Nous  faisons  cette 
restriction  que  la  directrice  est  fermée  ou  infinie  pour  ne  pas  avoir 
égard  aux  conditions  relatives  aux  extrémités,  qui  compliqueraient 
considérablement  la  solution  du  problème  que  nous  avons  à  résoudre. 

Supposons  que  le  solide,  après  avoir  été  échauffé  d'une  manière  iné- 
gale dans  ses  différentes  parties,  soit  ensuite  placé  dans  un  milieu  à  la 
température  zéro,  et  proposons-nous  de  déterminer  la  loi  suivant  la- 
quelle décroit  la  température  à  mesure  que  le  temps  augmente. 

En  égalant  à  zéro  le  second  membre  de  l'équation  (i),  on  a 

d\        K^ 

-77  -^ îV=  o, 

dt  a- 

d'où,  en  désignant  par  L  une  constante  arbitraire, 

(4)  V  =  Ue-'. 

Si  nous  considérons  maintenant  U  comme  une  fonction  tle  x  et  de  t, 
et  si  nous  substituons  cette  expression  dans  l'équation  précitée, 
nous  trouvons 

(5)  YJ^^^^^. 

^     '  du-  dt 

Désignons  par/j  un  nombre  quelconque,  par  a  une  constante  arbi- 
traire, par  T  une  fonction  de  t  seul,  et  posons 

\j  -~1l.co%p\x  —  Cf.). 
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En  substituant  cette  expression  dans  l'équation  (5),  on  trouve 

dt  ' 

d'où,  en  appelant  A  une  constante  arbitraire, 

L'écpiatiou  (5)  sera  ainsi  satisfaite  par 

(6)  U  =  Ae-"'''''cosyo(a;— «). 

Supposons  maintenant  que,  A  et  «  conservant  les  mêmes  valeurs,  on 
fasse  croître  p  de  quantités  infiniment  petites  égales  à  t?/j;  l'équation  (5) 
sera  encore  satisfaite  par 

Ae"''''^'''cos/»(a;  -    k)  dp. 

La  somme  de  toutes  les  expressions  semblables  entre  deux  limites 
quelconques  àe  p  vérifiera  encore  cette  équation  ;  mais  nous  prendrons 
ici  pour  limites  —  go  et  co  ;  nous  aurons  ainsi  la  solution 

( 7 )  U  =  A  r  e~^-"i''' cosp {x-^  a)dp, 

qui  est  plus  générale  que  la  solution  (G).  Cette  expression  peut  se 
mettre  sous  la  forme  suivante 

ij  -  »i' 

(8)  u  =  AÎ-.-('). 

(')  Avant  de  nionlier  comment  on  arrive  à  celte  intégrale,  considérons  d'abord 
la  suivante  : 

iV  --:   /      c   ■'!''- dp, 
dans  la(juelle  •;  désigne  une  constante.  Il  est  é\iilent  ([iie  l'on  ;i 
1'         /      c^i'i''- (II). 
Soit  />■   une  conblanle  arbilraiie,  -;/''       l^~-y  «  étant  une  variable  auxiliaire  sub- 
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Supposons  que  l'on  fasse  varier  a  d'une  manière  continue,  et  po- 
sons 

en  désignant  par/une  l'onction  arbitraire.  T.a  formule  f8)  devient 

La  somme  de  tous  les  termes  semblables  compris  entre  les  limites 
stituée  à/?;  il  vient 

P:^   i    r     ,--'■■■-■■  kdz. 
'l-'o 

Multiplions  cette  équation  par  2e~'' '•' et  intégrons  ensuite  par  rapport  a  /,-, 
entre  les  limites  A'  ^  o,  /,■  =  oc  ;  nous  aurons 

-îP  f    €-■''■■■///.       l  f     f    e~'-'~'-^--''dzdk'- 

•   o  1  •    0        i  0 

ou 

n,        1    f      (h  T. 

d'où 

et 

in)  I      €''•''''' c/p  ^  V  ~. 

ï 

Revenons  maintenant  à  l'équation  (-)  et  posons 

Y" ^-K.^ t,     .r  —  y.  -r  2y, 

-/  étant  une  variable  auxiliaire  substituée  à  .r.  II  vient,  abstvaction  faite  du  fac- 
teur A, 


U  ^=    /      e'"'' ''' coiip/ dp, 

dx         i   r'     .  .  . 

-^  =  -  -  J      e-r/'-  sin  2py  d{-;p)-, 


ou,  en  intégrant  par  parties, 

dV  _       ayJJ 

Joiini.  (le  Math.  (j«  série),  tome  VIII.  —  M  vRs  1883.  l3 
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rj  —      'x>  et  «  =^  3D  sera  encore  une  solution  de  l'équation  (5),  d'où 


On  peut  mettre  cette  expression  sous  une  autre  forme,  en  posant 

fi  étant  une  variable  que  l'on  substitue  à  «.  Il  vient  alors 

(10)  U:=.2R  f  f[x^^2]S.^'l{i)e-^._cIf.. 

En   portant  cette  valeur  dans  l'équation  (4),  après  y  avoir    rem- 
placé p  par  «,  on  trouve 


(11)  V=3  2Re-"^' ^   /(.r  +  2Rv^«) 


da. 


Soit  V{x)  la  fonction  donnée  de  x  qui  représente  la  loi  de  la  répar- 
tition de  la  température  initiale,  ou  la  valeur  de  V  pour  t  =  o.  On  a 

Ç{x)^  -iY.fix)  r  e-^'-  da  =  2lLf{x)^^ , 


on  déduit  de  là,  en  appelant  \\  la  valeur  l^  correspondant  à  /  — o, 
Or 


j  -"■•*'?• 


Donc, 

TÙ1  subslitiiani  à  y  et  •;  Icms  >aleiirs  en  tonilinii  di»  ycl  do  Iw,  un  retombe  sur 
l:i  forinnie  (S)  du  le\le. 
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d'où 


et  l'équation  (  i  i  )  devient 


i' 

V  =  -t-  f    F(x  +  ■iK^'tc/.)e-^'ch. 


Telle  est  la  solution  complète  du  problème. 

Dans  le  cas  où  tous  les  points  du  solide.se  seraient  trouvés  primiti- 
vement à  la  même  température  ¥„,  on  aurait 

F(a;)  =  V„: 
par  suite, 

11.  Mouvement  de  la  chaleur  dans  un  solide  indéfini  en  tous  sens, 
lorsque  la  direction  de  ce  mouvement  est  constante.  —  Considérons  dans 
le  solide  des  plans  parallèles  infiniment  rapprochés  les  uns  des  autres, 
et  supposons  que  la  température  initiale  soit  uniforme  dans  chaque 
plan,  tout  en  pouvant  varier  d'un  plan  à  un  autre.  Il  est  évident  que, 
au  bout  d'un  temps  quelconque,  la  température  restera  encore  uniforme 
dans  chaque  plan.  On  est  ainsi  ramené  à  considérer  une  droite  indé- 
finie A^  a;  normale  aux  plans,  et  dont  la  température  initiale  serait  repré- 
sentée par  F(>r);  comme  il  n'y  a  pas  d'échange  de  chaleur  latérale,  on 
devra  supposer  A  =  o  ou  a^  =  =o  ,  en  se  reportant  à  la  valeur  (a)  du 
n°  8. 

En  faisant  cette  supposition  dans  l'équation  (12)  du  numéro  précé- 
dent, on  a,  pour  ex|)rimer  que  la  loi  du  mouvement  varie  dans  le 
solide, 

y=    —  /     P{a; -h  2K\l(x)e~^' dv.. 


(')  Celle  formule  est  due  à  Laplace. 
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§  III.  —  Mouvement  varié  de  la  clialeur  dans  une  sphère. 

12.  Considérons  une  sphère  homogène,  dont  le  rayon  est  a,  dans 
laquelle,  à  une  certaine  époque  prise  pour  origine  du  temps,  les 
couches  sphériques  élémentaires  qui  la  constituent  avaient  chacune  une 
température  constante,  mais  pouvant  varier  de  l'une  a  l'autre  couche, 
le  solide  ayant  élé  placé  dans  un  milieu  à  o°.  Au  hout  d'un  temps 
quelconque,  la  température  sera  encore  constante  dans  toute  l'étendue 
d'une  couche. 

En  nous  reportant  à  l'équation  (12)  du  n"  7  et  supposant  nulles  les 
dérivées  partielles  relatives  à  u.  et  i|/,  on  a 

^^'  dr'-     ~  K-    dt  ■ 

En  posant 

(2)  /•V=U, 

celle  dernière  équation  se  réduit  à  la  suivante, 

^^1  dr'-   ~~  k-^    dt  ' 

La  condition  relative  à  la  surface  est  (n"  4) 

(4)  _-^_  =  0   pour   r  =  a. 

En  reniar([uaat  cpie  Y,  par  suite,  U  doit  décroître  indéfiniment  quand 
l  augmente,  on  est  conduit  à  poser 


en  désignant  par  m  un  nombre  quelconque  et  par  u  une  fonction  der. 
Si  l'on  substitue  celte  expression  dans  l'équation  (3),  on  trouve 


d-  u  m- 


dr* 


—  «. 
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d'où,  en  désignant  par  A  et  B  deux  constantes  arbitraires, 

«  =  A  sinm — l-Bcos/n-- 

a  a 

Mais  on  doit  avoir  B  =  o,  car  autrement  -,  par  suite  -  =  V  seraient 
infinis  pour  r=  o.  Nous  poserons  donc  simplement 

u  =^  Asinm-- 

a 

Les  équations  (3)  et  (2)  sont  donc  respectivement  satisfaites  par 

U  =  A  e      "'  sin  m  - . 

a 

et 

(  a  )  V  =  A sui  m    ■ 

En 'portant  cette  dernière  expression  dans  la  condition  (4),  on 
trouve 

(G)  taugm=    — ^^- 

I 

II 

Cette  équation  en  m  a  une  infinité  de  racines  égales  et  de  signes 
contraires  ;  mais,  en  changeant  m  en  —  m,  A  en  —  A  dans  l'équation  (G), 
on  obtiendrait  le  même  résultat  II  nous  suffit  donc  de  considérer  les 
racines  positives  m,,  m.,,  ...  censées  rangées  par  ordre  de  grandeurs  à 
partir  de  la  plus  petite. 

En  désignant  par  A,  la  constante  arbitraire  qui  correspond  à  la  ra- 
cine ««,,  nous  satisferons  en  même  temps  à  l'équation  (i)  et  la  con- 
dition (  1  ),  en  posant 

A.e  '"'  "'  sin//2,     • 

'  ^^j  a 

Soit  ¥{r)  la  fonction  donnée  qui  représente  la  température  initiale 
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de  la  couche  élémentaire  de  ravonr  ou  la  valeur  de  V  pour  t  =  o;  nous 
aurons,  pour  déterminer  les  coefficients  A,,  l'équation 

(8)  F(r)=i^A,sin7«,^- 

Si  nous  posons 

-.,rj  =  /-F(/-), 

cette  équation  revient  à  la  suivante 

(9)  ?(0=^2!^^/si"'"<7,- 

Soit  mj  un  terme  quelconque  de  la  série  des  »i,  ;  niuitipliant  l'équa- 
tion (9)  par  shinij  -  dr,  et  intégrant  entre  les  limites  r=  o,  r=^a,  on 
trouve 

/    9(r)  sinm,-f//"—   >  A,  /    shim:  -  sin/n ,- dr 

=  «  >  — ^-'-7- (m,  sinw;Cos/n,       /n,  sinm,  cos/n,). 
^  (mf  nij)  ^     ■'  ■'  ■'  ■'  ' 

Or,  de  l'équation    G    on  déduit 

tangm,-  lanp;n?y 

//(,  /iij 

d'où 

nij  sinm,  cosm^  -  m,  sinmy  cosm,  =  o. 

Il  suit  de  là  que,  si  y  diffère  de  i,  le  coefficient  de  A,  sera  nul,  el  que 
le  seul  coefficient  qui  peut  avoir  une  valeur  déterminée  doit  corres- 
pondre ày  =  i;  dans  ce  cas  on  a 

/    a)(r)sinm,-<//-— A,-  /     sin^'wi,- r/r  = -^-'(  i -sina/w,), 

f      '  ^    ■'  'a  '   I  'a  3     \  ■i/iii  I 

d'où,  en  remplaçant  o{r)  par/F(/), 

/'  "  •        '■ 

/       /■?(/•)  sinwi,- rf/- 


A,    . 


I  —  ■ sin2«j,- 

-.1  lUi 
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L'équation  (7)  donne  ainsi,  pour  la  solution  complète  du  problème, 

(II)  V=  -^:y ^  -'^ ^__e-'"'^='. 

I sin2  nii 

■?.  m  i 

Au  l)out  d'un  temps  suffisamment  grand,  cette  série  se  réduira  sen- 
siblement à  son  premier  terme,  qui  correspond  à  la  plus  petite  m^  des 
valeurs  des  m,. 

13.  Hypothèse  d' une  température  initiale  uniforme  dans  l' intérieur  de 
la  sphère.  —  Supposons  que  la  sphère,  avant  d'être  exposée  an  refroi- 
dissement, ait  été  placée  assez  longtemps  dans  un  milieu  dont  la  tem- 
pérature Vo  est  constante  pour  que  tous  ses  éléments  aient  pris  très 
sensiblement  cette  température  ;  nous  aurons 

F(r)  =  V„, 

et  l'équation  (11)  donne,  en  effectuant  l'intégration. 


sinm,- 


Si  l'on  remarque  que  l'équation  (G)  domie 

T^z,  cotm,=  I > 

'  '  Il 

l'expression  précédente  se  met  sous  cette  forme  plus  simple, 

-mr^—.r-  si  117»,- 

(12)         v..2^v„y — '.-^ ". 

^       I  II     "  /j  m,  costiciiii — cas  ni;  r 

■*"*  m  i  - 

a 

Nous  allons  maintenant  étudier  deux  cas  extrêmes,  en  désignant  do- 
rénavant par  V,  la  partie  de  V  qui  correspond  à  m^. 
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1  " 

1°  Le  rayon  de  la  sphère  est  très  petit.  —  Supposons  que  le  rapport  ^^ 
soit  assez  petit  pour  que  l'on  puisse  négliger  ses  puissances  supérieures 
à  la  première.  L'équation  (G)  devient 

(6')  tang7?z  =  »z(i  + J-'j. 

et  l'on  voit  que  sa  première  racine  m,  est  de  l'ordre  de  -•  Si  donc  on 
remarque  que  l'on  a,  aux  termes  du  cinquième  ordre  près, 

tangw,  —  w,  (  [  +  Vj> 

l'équation  (6')  donne 

m:  =       • 

'        Il 

Nous  avons  donc  aussi ,  pour  le  dénominateur  du  terme  delà  série  (  1 1) 
qui  correspond  à  V,, 

-. — cosw,  =  ij/n:  —  — ; 

sinwi,  '        6      ^         n 

de  plus, 

/■ 
sinn;,-  ,    „  , 

(7  I  m  j  /•-  I    /■- 

/•  ()      a-  2  an 

On  a  donc 

(i3)  Y,  =  yJî-  -^)e   ■"■'. 

^      '  \         1(1/1/ 

Les  racines  w,  à  partir  de  «?,  deviennent  de  plus  en  plus  grandes, 
et  l'équation  (G')  donne  notamment,  en  négligeant      devant  l'unité, 

W5=/i,  59483. 

I^es  rapports  .,'>  T— j  ••  •    (liiuiniiciil    donc   très  rapid(,'ment   (piand  / 
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croit,  et  deviendront  négligeables  au  bout  d'un  cerlain  temps;  l;i 
valeur  i  ri  )  de  Y,  pourra  alors  être  considérée  comme  rej)résentant  l;i 
température  ^' . 

2°  Le  rayon  de  la  sphère  est  tre's  grand.  —  Supposons  que  le  ravon  a 
soit  assez  grand  poin-  que  l'unité  soit  négligeable  de^  ant  le  rap[)ort  -  • 
L'équation  (G)  se  réduit  alors  à  la  suivante 

fô")  tangm        -  ni  -■ 

\  1  O  fj 


Si  l'on  néglige  les  puissances  de     des  ordres  supérieurs  au  premier, 
celte  équation  donne, 


t 


En  partant   de  là,   on  formera   facilement  les  expressions  de  V,, 

Vj,  ...;  mais,  comme  les  rapports  ^^  v''    ••  décroissent  rapidement 

quand  t  augmente,   ^    se  réduira  bienlôt   à  sou  piemier  terme,  ou 
sensiblement  du  moins,  c'est-à-dire  à 


hj  sin  - 


§  IV.  —  Mouvement  varie  de  la  chaleur  dans  un  cylindre  circulaire 
indéfini. 

14.  Nous  supposerons  que  la  température  initiale  est  constante  dans 
chacune  des  couches  cylindriques  élémentaires  qui  constituent  le 
solide,  quoique  cette  températiu-e  puisse  varier  d'une  couche  à  luie 
autre.  Dans  ces  conditions  il  est  clair  que,  à  un  instant  quelconque, 
la  température  sera  également  uniforme  dans  chacune  des  couches. 
Nous  désignerons  par  a  le  ravon  du  cvlindre. 

Juurn.  de  M,uh.  (.3»  série),  loine  \  III.  —    :\1ahs  iSS.t.  I  .'| 
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En  supposant  que  V  soit  indépendant  de  z  et  de  ^,  l'équation  (i  i  ) 
du  n°  6  devient 


(0 

d^Y 

dr' 

/ 

d\ 
•  777 

I 

dt' 

et  l'on  a, 

pour 

la  condition 

relative 

à  la  surface, 

(2) 

d\  ^ 
dr  "^ 

V 

n 

o 

pour 

/•  =  a, 

Posons 

Ci) 

Y 

=  U 

„— /»t 

U  étant  une  fonction  de  r  seulement,  et  m  un  nombre  quelconque, 
essentiellement  positif  attendu  que  la  température  diminue  quand  le 
temps  augmente.  En  substituant  cette  expression  dans  l'équation  (i), 
on  obtient,  pour  déterminer  U,  l'équation  différentielle 


(4) 

d^\] 
dr'      ' 

I  dU        46 U 
r  dr           a- 

en  posant 

m         4  0 
K^  -  a'' 

ce  qui  donne  à  la  valeur  (3)  la  forme 

{■y)  V.-Ue  "-   . 

L'équation    'i    est  satisfaite  par  la  série  (  ') 


(')  l'osons,  en  effet,  r  r^r- ,  l"é(|ualioii  ('))  ile\Ieul 

(">  -dF-^'^in-^^    '•• 

Soit 
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La  valeur  (  5  ,  multipliée  par  une  constante  arbitraire,  ne  représente 
que  l'une  des  deux  intégrales  particulières  dont  la  somme  doit  donner 
la  solution  complète  de  l'équation  (  '[).  Mais  la  première  de  ces  deux 
intégrales  est  la  seule  que  nous  avons  à  considérer  dans  la  cpiestion 
que  nous  avons  à  résoudre,  parce  que  la  seconde,  devenant  infinie  pour 
r=  o,  est  inadmissible  ('). 

la.  Les  valeurs  ipie  l'on  doit  attribuera  5  ne  sont  pas  arl)itraires,  car 


une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  ::  à  partir  de  y  ^  o.  En 
substituant  cette  série  dans  (a)  et  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  :•■'-''-,  on  trouve 


A,  =  - 


A,_, 


Il  faut  donc  que  la  série  commence  par  A^,  que  les  nombres  /  soient  pairs. 
Soient  /  =  a  i-  On  a 

A.  =  -^î^, 
et  de  même 


d'où 


A  —  -  — ", 

r-i)'A„     I 


Ao,-: 


1.2^3'..  ./-    2^' 


U^^A,, 


Z4  I.2-.3-'.../- 


En  prenant  Ad    -I,  et  remplaçant  ;  par  .2  -  y  0 ,  on  obtient  la  formule  (5)  du 
texte. 

(')  Pour  déterminer  cette  seconde  intégrale,  posons 

{b)  U  =  i/U,, 

Ui  représentant  la  solution  (5)  et  ;/  une  fonction  de  /-. 

En  substituant  Texpression  (b)  dans  l'équation  (4),  on  tromo 

d^  Il      '/a    dU,        J  \  du 


dr'        \U,    (//•         /•/  (// 
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elles  doivent  être  choisies  de  manière  que  Ue  "''  ,  ou  simplement  U, 
satisfasse  àla  condition  (2)  En  remplaçant,  dans  cette  condition,  V  par 
l'expression    5),  on  trouve 

1  1 

Si  nous  posons 

cette  équation  prend  la  forme  suivante 
(8)  ;^/;5^-9/'(5)-o. 

De  l'équation    7  .  ou  de 


d'où  successivement,  en  désijjnanl  par  H  et  A  (\c\\\  constantes  arbitraires 


du  B 

dr         y.ir 


.        „    .     dr 

Il  ■-  A 


"/ê' 


d'où,  j)Our  rintéi;ralo  };énérnlr'  <li'  rr(|Maliiiti  pn-ritée, 

,      u,     n.,/i^.. 

Tous  les  éléments  de  l'inlégrale  du  second  membre  de  cette  équation  sont  po- 
sitifs, et  comme  le  premier,  correspondaiU  à  /•  —  o,  est  infini,  il  s'ensuit  que 
cette  intégrale  elle-même  est  infinie,  de  sorte  que,  dans  le  problème  (pie  nous 
avons  à  résoudre,  il  faut  supposer  B  ^=  o. 

Comme  nous  le  Ceions  voir  on  temps  \omIii. 


on  tire 


THEORIE    ANALYTIQUE     DE     LA     CHALEUR. 


et 


/'(5)+gr(g)--'+^,..../-';;L.^.$'-'. 

OU,  en  remplaçant  i  —  i  par  /, 
et  enfin 

(9)  ^;ÂF^i-^-/=o. 

Telle  est  l'équation  différentielle  à  laquelle  satisfait  la  fonction  /. 
On  en  déduit  successivement 

.  r/Y      o.cr-f       (If 


et,  en  général. 


Il  suit  de  là  que,  si  une  valeur  de  0  annule  une  dérivée  quelconque 
dey(5),  les  dérivées  adjacentes  prennent  des  signes  contraires  pour 
cette  valeur,  d'où  résulte  que  les  racines  en  nombre  infini  de  l'équa- 
tion 

sont  toutes  réelles.  Elles  sont  de  plus  positives,  car,  d'après  la  forme 
même  de  la  fonctiony  5  1  définie  par  la  formule  (y),  tous  les  termes  qui 
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composent /(—  5)  sont  de  même  signe,  et  par  ronséquent  cette  der- 
nière fonction  ne  peut  pas  s'annuler  pour  une  valeur  positive  de  5  ('  ). 

On  conclut  de  là  que  l'équation  (8)  a  toutes  ses  racines  réelles  et 
positives. 

Soient  maintenant 

$,,  $2,  . . .,  5.J  les  racines  de  l'équation  (8)  censées  rangées  par  ordre 

de  grandeur  à  partir  de  la  plus  petite  ; 
Uv,  V,,  les  valeurs  de  U,  Y  correspondant  à  ô  =  ô,„  la  première  étant 

donnée  par  l'équation  (6')  ; 
A,,  une  constante  arbitraire. 

(')  On  fait  ici  lapplicatioii  d'un  tliéorèine  que  Fourier  considère  comme  avant 
été  démontré  depuis  longtemps,  mais  il  ne  Ta  pas  mentionné  dans  son  Analyse 
des  équations  algébriques,  publiée  après  sa  mort,  en  i83o.  par  les  soins  de  \avier, 
et  je  n'en  ai  trouvé  de  trace  nulle  part.  Il  est  facile,  d'ailleurs,  de  combler  celte 
lacune  ainsi  qu'il  suit. 

Soient  X  une  fonction  entière  du  degré  m.  X,,  X,,  ....  X,„  ses  dérivées  succes- 
sives. Supjjosons  que  la  fonction  X  jouisse  de  celte  propriété  que  si  une  valeur 
réelle  de  x  annule  l'une  quelconque  X,  de  ses  dérivées,  celle  valeur  rende  X,_, 
et  X,^.,  de  signes  contraires;  l'équation  X^o  a  toutes  ses  racines  réelles. 

La  méthode  adoptée  par  Slurm  dans  la  démonstration  de  son  théorème  s'ap- 
plique évidemment  ici,  en  subsliluanl,  à  la  suite  de  ses  fondions,  la  suivante 

x,x„x, ,x„,. 

Or,  la  suite  des  premiers  termes  de  ces  dernières  fonctions  ne  présentant  que 
des  permanences,  il  s'ensuit  que  toutes  les  racines  de  X  =:  o  sont  réelles.  Le 
lliéorème  a  lieu  quel  que  soil  m,  et  par  conséquent  quand  m  est  infini. 

Il  esl  évident,  d'après  ce  qui  précède,  que  X,t=:o  a  toutes  ses  racines  réelles. 

On  sait  que,  entre  deux  racines  réelles  consécutives  de  X  =  o,  il  y  en  a  au 
moins  une  de  X|=;o,  et  il  est  évident  que  dans  le  cas  considéré  il  ne  peut  y  en 
avoir  qu'une  seule.  Si  donc  toutes  les  racines  de  X  ^=  o  sont  de  même  signe, 
celles  de  X,  ^^  o  porteront  ce  signe. 

En  désignant  par  A  une  constante,  considérons  l'équation 

{a)  .VX    -xX,  — o. 

Soient  a-' ,  .r"  deux  racines  consécutives  de  X,  -  o.  Pour  x  — -  x'  et  a^  =  x' ,  X 
changera  de  signe,  et  il  en  sera  par  suite  de  même  du  premier  membre  de  l'équa- 
lion  (rt).  D'où  il  suit  que  cette  équation  aura  une  racine,  mais  unique,  comprise 
entre  .r'  et  x" ,  et  que,  par  suite,  toutes  ses  racines  sont  réelles.  On  voit  aussi  que 
si  les  racines  de  X  =  o  sont  toutes  positives  ou  négatives,  il  en  sera  de  même  de 
celles  de  l'équation  (a). 


THEORIE  ANALYTIQUE  DE  LA  CHALEUR  III 

Nous  avons,  comme  solution  particulière  du  problème  au  point  où 
il  est  arrivé, 

(lo)  Y,  =  A,\],e   "■     , 

et,  comme  solution  plus  générale, 

(il  V  =  \  A,U,e   "'■      . 

16.  Si  F(r)  représente  la  température  initiale  de  la  couche  élémen- 
taire de  ravon  r  ou  la  valeur  de  V  pour  t  ^  o,  on  aura,  pour  déter- 
miner les  Av,  l'équation 

(i2)  F(r)=yAvU,. 

v=  1 

En  désignant  par  a  une  fonction  de  r,  on  déduit  de  là 

(i3)  j"'Yir)Gdr^--S^kA  V.adr. 

"  1 

Supposons  que  la  fonction  c  soit  choisie  de  telle  manière  que  toutes 
les  intégrales  du  second  membre  de  l'équation  (i'3)  soient  nulles,  à 
l'exception  de  celle  qui  se  rapporte  à  U^,  il  nous  restera  une  égalité 
qui  nous  permettra  de  déterminer  A,,.  Le  tout  se  réduit  donc  à  trouver 
la  forme  de  la  fonction  g. 

De  l'équation  (4),  mise  sous  la  forme 

(4)  — -VUv^ -y^  H :r-' 

^^  '  a-  (ir^  r    dr 

on  déduit 

—  4-  /     l]^Gar=        (7—,,   +  /     -  -,    dr. 

Mais,  en  intégrant  par  parties,  ou  trouve 

/•   d'V  j  dV        rdn  „-,         dV       ,.ch    ,     (\;(l-->  , 

J       dr-  dr        J    dr  dr  dr       J        dr- 
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l'équation  précédente  devient  ainsi 


t-o  '"O  *-  \/-J 


d'où 


d-1  d    ii\         40,^1    7  /     dV,        ^,   d< 


Si  7  satisfait  à  l'équation 
la  précédente  se  réduit  à 

Or,  en  posant 


f//-  a/- 


7  —  ir, 
l'équation  (i4)  se  réduit  à  la  suivante 

d''-s         1  ds         4  0,1 5 
«/•-         /■  dr  a- 

On    voit   donc,  en   se   reportant  à   l'équation    (  i'),   que  l'on  peut 
prendre 

et,  par  suite, 

(i6)  <7  -    rlV- 

Si  Ion  remarque,  d  après  la  vaieui'  (5  ,  (jue         est   nnl  avec  r,  l'é- 
(piation  (i.))  se  réduit  à  la  suivante 
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3Iais.  (l";i|)r('s  l'équation  (2),  on  a,  pour  r  =  a, 

I   dV.,  _  j_dl^ 
L.,    c/r    ~~  r:,    dr  ' 

«l'où  il  suit  que  cette  intégrale  est  nulle  lorsque  ^.  est  différent  de  v; 
mais,  lorsqu'il  y  a  égalité,  la  valeur  de  l'intégrale  est  celle  de  la  dérivée 
du  second  membre  de  l'équation  (17)  par  rapport  à  5,,,  dans  laquelle 
on  a  fait  ensuite  r  =  a,  0^  =  0,,.  Si  l'on  remarque,  d'après  l'équation  '^\, 
que  IJ  est  de  la  forme 

18)  U  =  ^(gôj, 

on  reconnaît  sans  peine  que  la  valeur  cherchée  est 

i<))  /     UvC-</r -(o'-5  —  cjo'— :;s"5,,  ;, 

en  représentant  '^\0.,)  sim|ilement  par  9  ;  mais  les  équations  {2}  et  f  '|  j 
donnent,  en  remplaçant  U  par  l'expression  (18), 

, a 

5v5"+  '/ +  'J  =^  O. 

En  éliminant  dans  la  formule  (19)  y'  etçs"  au  moyen  de  ces  équations, 
on  trouve 

En  nous  reportani  à  l'équation  {i-\),  on  voit  que  l'on  a 
f   ¥{r)r\},dr 

2     Jn 


"(-4^)W- 


en  représentant  par  U,,,,  la  valeur  de  U,,  pour  a-  =  a,  c'est-à-dire  çj  (5v 
Le  problème  se  trouve  ainsi  résolu. 

Journ.  de  ilatli.  {'i'  séiie),  tome  VIII.  —  Avril  iS8î.  '  J 
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Si  le  temps  écoulé  est  siilfisuniment  grand,  la  série  (ii )  se  réiluira 
très  sensiblement  à  son  premier  ternie,  qui  correspond  à  la  plus  petite 
valeur  5,  des  6.,- 


§  y.  —  Momcmcitl  uniforme  de  la  chaleur  dans  un  prisme  carré 

indéfini  dans  un  sens. 
i".  Soient 

O     le  centre  de  la  base  du  [irisrae  ; 

Os  Taxe  de  figure; 

Ox,  Oy  les  parallèles  en  O  aux  coté»  de  la  base; 

2a  la  longueur  de  ces  côtés. 

Nous  supposerons  que  la  base  tlu  prisnn'  est  maintenue  à  une  tem- 
pérature constante  que,  pour  plus  de  simplicité,  nous  prendrons  égale 
a  l'unité,  et  que  la  température  intérieure  est  devenue  statioiuiaire. 

Nous  avons  à  considérer  Téquatiou  aux  différentielles  partielles 


(0 

1 

dx'- 

+ 

dy- 

a  vec 

les 

conditio 

us 

- 

±_ 

cl  y 

dx 

+ 

V 
n 

=  O 

12  j 

± 

d\ 

-t- 

V 

n 

=  o 

])our     X  ^=±  a, 
pour     y  =^±  a. 

Eu  raison  de  la  svmétiie,  la  fonction  V  doit  conserver  la  même 
valeur  quand  on  change  les  signes  de  a;  et  y,  et,  de  plus,  elle  doit 
devenir  nulle  pour  :;  =;  ce  . 

En  désignant  par/;,  q,  r  des  nombres  positifs  cpielconques,  et  jiar  A 
une  constante  arbitraire,  ou  satisfera  à  ces  conditions  en  posant 

V  =  Ae~'"  co'spx  cosy  V. 

En    substituant   cette   expression    dans    l'équation      i  ,    ou    trouve 
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qu'elle  la  vérifie,  à  la  condition  que 


r  =  \/'-  -f-  r  ■ 
Nous  avons  ainsi  jns(|u'à  présent 

;  3)  V  =  Ke^^^''''"^"^'  co9, pcc  cosy  >'. 

Si  l'on  exprime  (jue  eette  fonction  satisfait  aux  conilitions  (2)  et(a'j, 
on  trouve  pour  résultats 

1  palnno;pa=  j, 
I  qaim^qa  =  ^'• 

Ces  deux  équations,  en  pa  et  qa,  rentrent  l'une  dans  l'autre  et  ont 
une  infinité  de  racines  positives. 

Supposons  que  ces  racines  soient  rangées  |)ar  oiclre  de  grandeur  en 
commençant  par  la  plus  petite;  soient  m,,  m^,  ...  les  cpiotients  de  ces 
racines  par  a,  ou  les  valeurs  cpi'il  convient  d'attribuer  k  p  el  k  q;  A,, 
Ay  deux  constantes  arbitraires  caractérisées  par  leiu's  indices. 

L'expression 

V  =  A,  ^^e"'^'"'"^'"/  cosTO,  r  cos//?yV 

satisfera  à  l'équation  (1)  et  aux  conditions  (2);  mais  on  aiu'a  une  solu- 
tion plus  générale  en  faisant  la  somme  des  expressions  semblables  ob- 
tenues en  donnant  à  i  et  y'  toutes  les  valeurs  entières  possibles  depuis 
l'unité  juscju'à  l'infini. 
Nous  prendons  donc 

i  V=  \  A ,  e-^^'"'-*-'"'  cosm,.r  +  A.^e'-''''"'*'"'- cosnux  . . .  [  A,  cosw,  v. 

*>"'  M      +  *(  Aoe~'^''"'^"''  cosm,.r  -f-  A. ,e~-^'" ■="*"'"=  co^m.^x . . .  \  A.,  cosm^>-. 
'      -I-     

Mais  on  doit  avoir  V  =  r  [)oiu'  ;  =  o,  cpielles  (pie  soient  l<\s  \aKuis 
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(le,r  el  v  entre  —  a  el  «,  ou 

]  1=  (A,  co&nifX  -+-  Aj  cosTJij.r  +  A3  coiim^x  +  . . .) 
X  (A,  cosw,  r  -f-  Ao  cos7?2oj  +  ...  1. 

Il  est  évident  que  cette  condition  sera  satisfaite  si  l'on  détermine  les 
coefficients  A,  de  manière  que  l'on  ait,  quel  que  soit  x  entre  o  ot  a. 

(G)  A|Cos7?2,.ï'  4-  Ao  co'>m.,x  -î-  ...  =1. 

Multiplions  cette  équation  par  cosmjXcIx,  et  intégrons  entre  les 
limites  o  et  a.  Le  coefficient  de  A,,  ou 

f"  j  7?(,  sinw.flf  cosw/rt  —  m  ;  cos.m,a  iinm.a 

I     cosm;X  cosm/X  dx  = —, -, > 

sera  nul  si  j  est  différent  de  i\  c'est  ce  qui  résulte  de  l'une  ou  lautre 
des  équations    '\  \  qui  donnent 

«1,  tang772,rt  ^  nij  lang/n^o, 
d'oii 

w,  sin»z,fl  cosWyrt  —  mjCO'iTn,ai,\wmja  =  o. 

Si  nous  siq)posonsy  =  i,  il  ne  restera  dans  l'équation  G  ,  niulii|)liee 
par  co?>Tn.,x  et  intégrée  entre  o*  =  o  et  x  =  rt,  que  le  terme  en  A,,  dont 
le  coefficient  sera 


/     co^rm^x  dx  =  -\a 
et  l'on  obtiendra  de  cette  manière 


inii 


A,= 


2fl/H,+  sin2/«,« 


Le  problème  est  ainsi  complètement  résolu. 

Avant  d'aller  plus  loin,  nous  ferons  rcmanpicr  que  lu  lormulc    (> 
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conduit,  d'après  notre  analyse,  à  la  relation  suivante 
r         „     sin /??■,•  (7  cosm,ic 


9. ain jCi  H-  sin 2 «*,« 


o, 


qui  a  lieu  pour  toutes  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  a,  et  par  suite 
entre  o  et  —  a. 

18.   Nous  allons  niaintenruit  étudier  deux  cas  particuliers, 
i"  L'épaisseur  du  prisme  est  très  petite.  —  En  posant  u  ^=  pa  ou  y«. 
les  équations  (4)  se  réduisent  à  la  suivante 

(8)  «tangM  =^  -■ 

Si  la  fraction  -  est   très  petite,  celte  équation  aura  une  racine  u, 
également  très  petite,  ilont  la  val(;ur  approximative  est 


"'^v/ti- 


Les  autres  racines  s'oljtiendront  par  approximation  en  supposant 
a  ^  o  dans  l'équation  (8),  et  seront 

u.,  =  71,       «3  :=   27:,       M^  =  37T,        . . . , 

de  sorte  fine  nous  aurons 


m,  ^= 


Il  résidte  de  là  que  m,  est  beaucoup  plus  grand  que  m.,,  m.^ tic 

sorte  que  l'on  peut  se  borner  à  considérer  le  premier  terme  de   la 
série  (6),  c'est-à-dire  celui  qui  dépend  de  e^'^-™' . 

Son  coefficient 

4  sin  iii 


A,= 


■2  II,  H-  sin  a  «1 


en  raison  de  la  petitesse  de  u,,  est  sensiblement  égal  à  l'unit/',  de  sorl( 

que  Ion  a  sensiblement 

1'  -,/X  /o  /a 

\  =  e~'y  ""  cost  /  -a-cos4  /  -  v. 
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2"  L'épaisseur  du  prisme  est  très  grande.  —  Si  le  rapport  -  est  très 
grand,  l'équation  (8)  donne,  à  très  peu  près, 

T.  3  5- 

fi|    =   -j        W^  r=   -7:,         «3  =    >   •  ■  • 

d'où 

T.  3t                     5tt 

m,^ — >  m,  =  — '  m,  =  — >     •■  •■ 

2  a  "        2  «                    2  ff 

La  valeur  de  V,  qui  résulte  de  ces  données,  offre  trop  peu  d'intérêt 
pour  que  nous  croyions  devoir  l'écrire. 

§  VI.    —    Momemcnt  varié  de  la  chaleur  dans  un  cube. 

19.  Considérons  un  cube  dont  la  température  intérieure  est  uni- 
forme et  que  l'on  introduit  ensuite  dans  un  milieu  dont  la  température 
est  zéro.  Proposons-nous  de  déterminer  la  loi  de  la  décroissance  de 
la  température  aux  différents  points  du  solide  en  fonction  du  temps 
écoulé. 

Soient 

2a  le  côlé  du  cube  ; 
O  son  centre; 

O^,  Oy,  Os   les  parallèles  menées  par  ce   point   aux  trois    couples 
d'arêtes  du  cube. 

Pour  j)lus  de  simplicité,  nous  supposerons  que  la  température  ini- 
tiale est  égale  à  l'unité. 

La  loi  cberchée  se  déduira  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

d-y        d^        dr\_  __  ^  fj^ 
en  V  joignant  les  conditions 


2) 


d\ 
,1.,- 

\ 

-1-  -  =  0 
II 

pour 

.r  =  ±  a. 

d\ 

V 

H =  0 

" 

y  -±a. 

r/V 
dz 

V 
H =  0 

II 

" 

z  =  ±  a. 
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D'apii's  le  l'aisonnenipnt  fait  nu  rfniiiinMiceiiK^nt  ilii  paragraphe 
précéilent  et  d'autres  considérations  développées  auparavant,  nous 
sommes  conduit  à  sujiposer  qu  une  solution  particulière  de  la  ques- 
tion est  tic  la  forme 

V  =  Ae~"  cos/JiT  cos^vcosrs, 

/,  /;.  q,  r  désignant  des  nombres,  et  A  une  constante  arbitraire.  Celle 
\aleur  satisfait  à  léqnalion  (i),  à  la  condition  que  l'on  ait 

/=  R-i /;-+  q-  -h  r-}, 
et  alors  elle  devient 

( '^)  ^~  =  A g~^'p'->-<t'^'''  cospx cosqy  cosrz. 

Les  conditions  (2)  se  réduisent  au\  équations  suivantes  : 

pa  tangyja  =  -  > 

(4)  <7«tangya  =  ^, 

(        ^  "^ 

ra  tanera  =  -> 

l  "  Il 

qui  se  ramènent  a  la  siiixante  : 

(5)  u  tang»  =  -  ' 

en  désignant  par  u  lun  (juelconque  des  j)ro(iuits/7«,  qa  et  va. 

Cette  équation,  à  laquelle  nous  sonunes  déjà  arrivé  au  paragraphe 
précédent,  admet  une  infinité  de  racines  positives  que  nous  suppose- 
rons rangées  par  ordre  tle  grandeur  à  partir  de  la  plus  petite;  soient 
/n,,  m,,  m.^  les  quotients  des  racines  par  a\  A,,  A^,  A^  trois  constantes 
arbitraires.  Dans  l'état  actuel  de  la  question,  nous  aurons  pour  solu- 
tion particulière 

U  =  A ,  A  y  Ayj  e""'  '"''*'">  *'"*''  cos  m,  a;  cos  my  v  cos  m^,  z 

=;=  A,e"'""'''cosni,a;.  Aye""''"''  cosmyj.  A/^e"'"''"'  '  co?<m^z. 
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Nous  obtiendrons  luie  solution  plus  générale  en  faisant  la  somme 
des  expressions  semblables  pour  toutes  les  valeurs  entières  et  positives 
de  i,j,  k,  et  nous  obtiendrons  ainsi 

i'  V  =  [A|e''''"'''cosn2,.r -}- A^e  '"''"''cosTTz^j?  +    ..]. 

(6)  '       +  [A|e"'''"'''cosm,j  +  A^e  ''''"'' cosw.y  +  .  ..], 

(       +  [A,e  •''"'''cos/7/|  3  +  A^e^'''"'='cosm^:;  +  ...]. 

Mais  pour  ^  ^  o  on  doit  avoir  V  ^  i ,  quels  que  soient  x,  y,  z  entre 
les  limites  —  a  et  a.  On  satisfera  à  cette  condition  si,  quel  que  soit  x 
entre  —  a  et  rt,  ou  simplement  o  et  a,  on  a 

A,  coi,m^x  -\-  Aj  cosm^a;  -h  . . .  =  i, 

ce  qui,  d'après  le  paragraphe  précédent,  conduit  à  prendre 


A,: 


sina«(,rt 


l'équation  (6)  donnera,  par  suite,  la  solution  complète  du  problème. 

20.  D'après  cette  équation,  on  voit  que  V  est  le  produit  de  trois 
fonctions  semblables  qui  ne  dépendent  respectivement  que  de  a-,  y,  s 
et  du  temps.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  vérifier  qu'un  pareil  produit 
peut  satisfaire  à  l'équation  (i). 

Soient,  en  effet,  X,  Y,  Z  trois  fonctions  de  /,  mais  qui  ne  renfer- 
ment respectivement  cpie  a;,  y,  :;,  et  posons 

V  =  XYZ. 

En  portant  cette  expression  dans  l'équation  (i),  on  trouve  la  sui- 
vante : 

dl  dt  dt  \         d.i-  dy-  dz-  J 

qui  sera  vérifiée  en  pos.int 


d^X         I    dX 

f/2Y 

I    <^/Y 

d-Z         I    d'L 

dx-  ~  Ri   dt  ' 

dv-   ' 

~  k^   dl  ' 

dz^  ~  W-   dl 

TlîliORIF.    ANALYTIQUE    DE    LA    CIIALELR.  l  7.  \ 

On  satisfera  aux  conditions  relatives  à  la  surface  en  posant 

±  -^  H :=  ()      pour     X  ^  ±  a, 

r/.r  II  ' 

-u.    ('^  ^  _^ 

±    -; 1 =    O  )>  V  =  ±    rt, 

fly  n 

±  —, 1 =  o  >)  i;=±«, 

az         n 

et  il  est  facile  de  reconnaître,  en  se  reportant  au  n"  2.  que  l'on   re- 
tombe sur  la  solution  (G). 

21 .  Si  le  temps  écoulé  est  devenu  suffisamment  grand,  >  se  réduira 
sensiblement  à  son  premier  terme  correspondant  à  j  =y'  =  /•  ;^  i .  cl 
l'on  aiu'a  par  suite 

\  =  -. TT  cosmia^cos/n,  y  eosm,  :e  '  . 

22.  La  température  movenne,  au  bout  du  temps  l,  a  poui-  ex- 
pression • 

expression  qu'il  est  facile  de  calculer  et  dont  il  nous  parait  inutile  de 
donner  la  valeur. 

23.  Lorsque  a  est  très  petit,  la  plus  petite  racine  de  l'équation    5; 

1    •      /(i      .1' 
est  a  très  peu  près  égale  a  4  /  -  >  et  1  on  a 


\'  n  a 
L'expression  (y    devient,  eu  égard  à  la  petite  valeur  de  m^  a. 
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Au  centre  (riiiic  face  on  a 

SK-  —  :)!>: 

V  =  e         CO.S4  /  -  =z  e         M ' 

\/  /i  V         ■'.  /// 

et,  en  se  reportant  à  la  formule  (i3)  flu  n"  15,  on  reconnaît  que  cette 
température  est  la  même  que  la  surface  de  la  sphère  inscrite. 

2i.   Si  les  dimensions  du  cube  sont  très  grandes,  on   aura,  à   très 
peu  près, 

r.  3  Tï  5  Tî 

m.  =^  — >     m,^ — .     171,=^ — > 

2«  -        2rt  art 

et  il  sera  facile  de  former  l'expression  de  V. 


§   VII.  ^  Momeinenl  varié  de  la  chaleur  dans  un  solide  indè/int 
dans  tous  les  sens. 

'i,'>.   Nous  n'avons  ici  qu'à  déterminer  la  forme  de  l'intégrale  de  l'é- 
(|uation 

'^^)  cLi-    '^    r/v-    "^    dz'    ~  k'-   dt  ' 

(jui  satisfait  à  la  condition 

V=F(ar,y,  3)     pour  /  =  o, 

F(.r,  V,  :■)  étant  une  fonction  donnée  qui  représente  la  température  au 
pcjint    r,  y,  z). 

Soient  a,  ft,  •/  trois  constantes  arbitraires.  Nous  avons  vu    n"  10   (pie 
ré(|ualion 

d.v-         R.-  dx 


Triiioiui:;   .\>'ai.ytique  de  la  ciiALEin. 
esl  satisfaite  par 


,rt 


et  11"  20 j  que  réqiialion  (i)  est  satisfaite  par  le  produit  de  trois  fone- 
tioiis  seml)lables  respectivement  en  ^,  y,  z.  Nous  aurons  donc  la  solu- 
tion particulière 


4K'«         -,       4K=(       a       4K-( 


\k  \ft  \U 

Siydésigne  luie  fonction  arbitraire,  nous  obtiendrons  une  autre  so- 
lution particulière  en  multij)liantcette  expression  par/l  «,^3,  y  ch.d^jdi, 
et  enfin  une  solution  plus  générale  en  intégrant,  par  rap|)(!rt  a  a,  fi,  ■/. 
eittre  les  limites  —  ce  et  x  .  On  trouve  ainsi 


V.n  posant 


//,  i ,  (r  étant  des  variables  que  l'on  substitue  respectivenicnt  a  y.  '•^  y, 
il  \  ient 

■}     \  =  ,S  1'  /     du  i     dv  I     dnc^"'"*"''*"'''/{.T-\--2uK\t,Y+:>A'K\(,z-h2\v\\\t\. 
et  nous  devons  avoir 

l''(a;,j,s)  =  8K'    /     du  1     dv  j     dnc    "''^-"'^"''''/{x,  y,  z). 


ou 


Vx,  Y,  z  i  =  8K''/(.r,  J,  z)  i     e-'"  du  j     c"'  dv  j     e  "''  dw 
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£n  portant  la  valeur  de  la  fonction /"déduite  de  cette  équation  dans 
la  formule    3  .  on  obtient,  pour  la  solution  du  problème. 
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Exposé  (les  méthodes  en  Matliéniatiques,  d'après  If' ronski 

(troisième  note); 


Par  me.   WEST. 


INTEGRATIOIV     DES    EQUATIONS    DIFFERENTIELLES. 

(suite.) 

Résumé  de  la  méthode  d'intégration.  —  Pour  résumer  ce  que  nous 
avons  dit  de  l'intégration  des  équations  différentielles  qui  ne  con- 
tiennent qu'une  variable  indépendante  x,  nous  rappellerons  qu'en  dé- 
signant par  r  la  fonction  inconnue,  nous  avons  représenté  l'équation 
différentielle  proposée  par 
(«)  9(7)  =  o; 

de  plus,  F  étant  une  fonction  explicite  de  y,  nous  avons  trouvé  pour 
l'expression  de  cette  fonction 

+  -M»^)\-^ id^{^) ' 

ou,  en  introduisant  les  dérivées  par  rapport  à  x  pour  l'exécution  des 
calculs, 

x,i    \       VI     X  ?("■)      /^F(»0 


V     dx 


.,  I  r/rfoOv)\    (dn<{.v)\   _  /r/-^y(.v)\    /V/F(ir)\1 

'^    (d':>{iv)YW    d.c    )    \    dx^    )         \    dx-    )    \     dx    )\       ' 
dx     I 
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(  ^ ■  )  désigne  spécialement  la  dérivée  par  i-apport  à  x  de  la  fonc- 
tion 'j  u-    considérée  seulement  comme  fonction  de  tr. 

L  intégration  de  l'équation  proposée  est  donnée  au  moyen  d'une 
fonction  iv  complètement  arbitraire  en  principe  ;  mais  dans  les  appli- 
cations, pour  que  le  développement  soit  convergent,  il  f;iut  cpie  celte 
fonction  w  soit  aussi  rapprochée  c[ue  possible  de  la  fonction  in- 
connue y.  S  il  existe  plusieurs  solutions,  l'expression  précédente  les 
donnera  en  général,  pourvu  que  la  fonction  d'  soit  convenablement 
choisie.  Or,  on  pourra  toujours  déterminer  cette  fonction,  ou  valeur 
fondamentale,  u',  en  réduisant  l'équation  proposée  à  une  équation 
linéaire  à  coefficients  constants  toujours  intégrable  par  les  movens  or- 
dinaires; à  cet  effet,  on  remplacera,  dans  lés  coefficients,  les  quantités 
variables  par  des  valeurs  moyennes  se  rapportant  aux  limites  entre  les- 
quelles on  doit  prendre  les  quantités  a*,  et  par  suite  v;  l'écpiation  ainsi 
formée,  appelée  équation  réduite,  conduit  ordinairement,  par  sa  valeur 
fondamentale  w,  à  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée,  parce 
que  l'on  introduit  de  cette  façon  autant  de  constantes  arbitraires  que 
lintégration  complète  en  comporte.  Quant  aux  intégrales  singulières, 
elles  sont  déterminées  par  un  choix  convenable  de  l'équation  réduite. 

Si  le  développement  obtenu  pour  y,  ou  Vy,  n'est  pas  assez  con\  er- 
gent,  on  aura  recours  à  des  movens  auxiliaires  donnant  une  conver- 
gence plus  rapide  :' 

i"  On  peut  transformer  le  développement  [b)  au  moyen  des  for- 
nudes  (lo)  et  (ii)  de  la  génération  neutre.  Cette  opération  consiste, 
ainsi  que  nous  l'avons  dit,  à  remplacer  le  développement  par  une  frac- 
tion continue  équivalente,  suivant  le  procédé  indiqué  par  Wronski,  et 
a  en  calculer  les  réduites  successi^es.  Cette  fraction  continue  donnant 
toujours  lieu  à  un  développement  convergent,  les  réduites,  ou  progrès 
successifs  de  la  génération  neutre,  formeront  une  suite  d'expressions 
approchant  de  plus  en  plus  de  la  fonct  on  cherchée.  Il  est  facile  de  re- 
connaître, par  cette  transformation,  que  l'indétermination  qui  .se  pré- 
sente, loi^sque  les  coefficients  dé  l'équation  pro|)osée  sont  des  fonctions 
de  y  seulement,  peut  toujours  être  levée. 

•2°  On  peut  appliquer  la  méthode  d'exhanstion;  on  obtient  ainsi  inie 
valeur  plus  a|)prochée  que  celle  (pie  l'on  obtiendrait  directement,  en 
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fiiisaiit  varier  convcnahlenu'iit  la  quantité  auxiliaire  w  qui  sert  à  former 
l'équation  transformée  et  d'où  l'on  tire  l'équation  réduite. 

3°  En  introduisant  une  fonction  arbitraire  dans  l'équation  réduite, 
on  peut  obtenir  une  valeur  fondamentale  w,  assez  rapprochée  de  Tin- 
connue  y  pour  que  le  développement  soit  plus  convergent  que  sans 
celte  fonction  arbitraire.  Pour  faciliter  les  calculs,  il  y  a  avantage  à  ein- 
plover  la  fonction  se'-'',  où  s  et  r  sont  des  constantes,  parce  que  la  so- 
lution de  l'équation  réduite  conserve  la  même  forme  que  si  la  fonction 
arbitraire  n'existait  pas. 

4"  Enfm,  on  peut  encore  remplacer  les  valeurs  moyennes  par 
d'autres  valeurs  moyennes  calculées  au  moyen  des  premières,  et  arriver 
ainsi,  de  proche  en  proche,  à  des  valeurs  aussi  éloignées  que  l'on  vou- 
dra des  valeurs  initiales. 

En  opérant  par  les  moyens  cjue  nous  venons  d'éninnérer,  on  par- 
viendra généralement  à  obtenir  telles  valeurs  que  l'on  voudra  delà  fonc- 
tion inconnue,  et  un  usage  régulier  des  quantités  arbitraires  (?',  m,  se''' 
permettra,  dans  bien  des  cas,  d'arriver  rapidement  au  résultat  cherché: 
mais  la  détermination  la  plus  convenable  de  ces  quantités  arbitraires 
demande  une  certaine  habileté,  un  certain  art  :  c'est  pour  cette  raison 
cpie  \\  ronski  donne  le  nom  de  technie  à  l'ensemble  des  méthodes  du 
genre  de  celles  que  nous  exposons. 

Nous  allons  montrer  par  cpielques  exemples  numériques  comment 
les  calculs  doivent  être  conduits  ;  ces  exemples  achèTeront  de  faire  com- 
prendre ce  que  nous  avons  dit. 

Quatrième  exemple.  Calculs  numériques.  —  Rejjrenons  l'équation  que 
nous  avons  traitée  dans  le  deuxième  exemple,  en  adoj)tMnt  pour  les 
coefficients  les  valeurs  numériques  suivantes  : 

a^o,       /?  =  ^  =  0,001  ), 
b  =  4o,  m  ^=  o, 

C  =    10,  /î  =  0,6. 

La  première  équation  (y)  du  deuxième  exemple  devient 


d. 


-  +  piiij.-  -h y  —  6  -+-  c)  =  o, 
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et  son  équation  réduite  (t)  est 

d'où  la  valeur  fondamentale 

par  suite,  l'inconnue  donnée  par  1  expression  précédente  ou  par  celle 
du  deuxième  exemple  (o)  se  trouve  être,  en  faisant  usage  de  la  notation 
des  dérivées, 

/s                               njo-^ii-  —  b     ,        i/«.r-i-ir  —  b\- /     ,,  ir'-\ 

(e)        j=M.+ »'+^A  7, H^-2—    • 


Calculons  la  valeur  de  l'inconnue  pour  la  valeur  x-  =  5,  on  a 
(./)  «"=37,1097,     ny'  =  — o, jj6G4,     (v"=:  o,ooGo2; 

cette  dernière  valeur  est  donnée  par  l'équation  (c)  différentiée,  savoir 

sv"  =  —  p[[nx  -I-  '2(r  —  b  -^c)w'  -^  nw]  : 
puis  la  valeur  de  l'inconnue  est 
(e)'  V  ^=  37,1096  —  0,101  G  —  o,  0002  =  37,0079. 

1°  Le  développement  est  ici  assez  convergent,  aussi  le  calcul  au 
moyen  de  la  formule  (7:)  de  la  génération  neutre  ne  donne-t-il  |)as  plus 
d'approximation.  On  a,  en  effet, 

,     \  nx  -f-  H'  —  b 

'^ff)  y=^- ^^ — ^^ -.r-, 

II'  «  H w  —  2  —     (  «,r  4-  (v  —  b) 

2  \  ir   /  ' 

ce  qui  donne,  pour  x  =l  S, 

[g)'  Y  =  37,1097  —  0,1018  =  37,()07(S. 
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Ou  pt'ut  vérifier  ici  que,  pour  n  =  o,  l'expression  ei  est  essentiel- 
lement divergente,  puisque  les  termes  deviennent  infinis,  tandis  que, 
poiu"  la  même  valeur  de  n,  la  seconde  expression  est  parfaitement  dé- 
terminée. 

2"  Pour  appliquer  la  méthode  d'exhaustion,  on  doit  paitii"  des  va- 
leurs fondamentales  données  par  l'équation  réduite;  mais  si  l'on  veut 
calculer  la  dérivée  seconde  et  les  dérivées  supérieures  autrement  que 
par  cette  écpiation  réduite,  il  faut  les  tirer  del'équalion  transformée 

,  ,  /n.r-i-r — h -^  cX"' 

Il  y  +  cp  ( ^ 1  V  =  o. 


r    //./■  -f-  )•  —  h  '\-  f  ,'••    ,  /  nx  +  r —  h  ^  i-  ,"    '  n  —  1'      | 

)  ^7^1  ( — -, )y+''A — -. )    -v^-tJ' 

et  ainsi  de  suite  j)our  les  autres  dérivées.  Ce  moyen,  plus  compliqué, 
quoique  plus  exact,  est  inutile,  parce  que  les  valeurs  de  ces  dérivées 
sont  rectifiées  par  la  suite  du  calcul  ;  ici  d'ailleurs,  à  cause  de  la  con- 
\(^rgence  de  l'expression  [e],  les  valeurs  de  ces  dérivées,  calculées  d'imc 
manière  ou  d'une  autre,  différeraient  assez  peu;  nous  adopterons  donc 
les  valeurs  déjà  trouvées  [f). 

Maintenant  nous  avons  pour  une  valeur  quelconcpie  u,^  correspon- 
dant à  w„. 


I  —  /v  -h  f  ^^"1-^ p&—"i(n.r  -+-  (i'^_,  —  b-^c)\\ 


7-1, 


<MqPnWq_i  •  V     ' 


Uy^i("«.r  H-  (r^_i—  b  +  c)'— '7  H- /?<■'-"■?  (/j.r  -H  ir,,^,  —  6  -t-  c)nv,_,     „ 

et  ainsi  de  suite  |)our  les  autres  dérivées. 

l'oiu'  q  =z  \,  ces  expressions  se  sini|)lifient,  elles  de\iennent 


(r,  =  (»■  —    c  '  nx  -T-  »' 


b^c  '"^'i  —  [nx-^  w  —  b-\- c) \  -^ 


n\  =  u'—  [c'^\nx  -^  w  —  b  -'r  c .'"'"'  —  [nx  -hi\—b 
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L't  ainsi  de  suite.  Pour  'jj^^  i  ,  on  a 

En  appliquant  ces  formules,  nous  obtenons  [)Our  : 

I.    co,=  ^, 

j   W|  ^     3~,  10972  —  0,10214^     37,007)8, 
(  H-,  =  —  o,  5  )664  -t-  0, 00 1 1  o  =  —  0, 55 53 ] , 

et  nous  conserverons  pour  ir,  la  valeur  pi'écédente  de  (?'". 
IT.   .,=  ^ 

(  w.,  =      37,00758-4-0,00004      =      37,00762, 

(/■)'        ■  :        , 

I     HP.,  ^  —     O,  J.J334  —  O,  000000, )  =  —     O,  3  3.J04- 

On  voit,  pour  cette  seconde  valeur  de  00,  cpie  la  correction  ne  porte- 
pas  siu-  la  première  dérivée. 

III.      CJ,=:   I. 

j  "  j  =  37,007(52  +  0,0001 1  =  37,00773. 

Nous  trouvons  ainsi,  pour  l'inconnue,  à  peu  près  le  résultat  précè- 
dent, bien  que  nous  n'ayons  pris  que  deux  ternies  du  développement. 

3°  Pour  exécuter  le  calcul  avec  la  fonction  arbitraire  se'',  nous  axons 
l'équation  transformée 

1  ,  jux-^y — b -^  c  x"'  ... 

k  Y  -t-  cp  I — ; \  y  -\-  S  \  —  w  e  -^  =  o. 

En  faisant  oj  =  o.  rintésîration  dorme 


(/c\ 


r  +  c/> 
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et,  SI  l'on  représente  par  ii  le  second  terme  <le  l'expression  de  ir,   il 
vient 


y  =  (V  -I-  l '- (f 


p(/i.f-^t\ — b)  if  —  (r-hcp)ul'-i      „  ir'2\ 

I  -I I (w   —  1 • 

3  I  pnw  J    \  11'  / 

Pour  appliquer   cette  formule  avec  deux  termes  seulement,   nous 
ferons 


m)  5^1,/-=       i>o, 

et  nous  prendrons  r  -\-  cp  ^—  20,  au  lieu  de  19,98  j  ;  à  cause  de  la  très 
faible  valeur  de  e"",  les  termes  qui  contiennent  11  en  facteur  sont  nuls 
très  sensiblement.  Nous  avons  donc 


(r  =  ^/|0  — 

pour  X  =  "),  il  vient 

(f  =  37,0(333, 

(i''=  —  o,  jjjqS  ; 
par  suite,  l'expression  précédente  donne,  avec  deux  termes, 
I  /  '  Y^  3'],oG33  —  o,o")86"i  =  37,00:17. 

Ce  calcul  suffit  pour  montrer  comment  on  doit  faire  usage  d'uiic 
fonction  arbitraire  pour  abréger  les  calculs;  l'emploi  de  cette  fonction 
suppose  que  l'on  ait  une  idée  de  l'approximation  donnée  par  la  valeur 
fondamentale,  approximation  que  l'on  peut  évaluer  par  un  ou  deux 
ra|)ides  tâtonnements. 

'1"  Enfin  on  peut  effectuer  les  calculs  au  moven  d'un  changement  de 
constantes  arbitraires.  Calculons  d'abord  la  valeur  de  y  pour  x  =  '.^.,5; 
la  formule  (c),  telle  que  nous  l'avons  déjà  emplovée,  donne  avin-  deux 
termes 

w  —  38.  ■)27G, 

•^''=  —  o,  ')77<)i , 
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d'où 


v  =  38,  52t6  -  o,o2Ô58  =  38,  ■)Oi  r8. 


Avec  cette  valeur,  déterminons  la  nouvelle  équation  l'éduile;  les  va- 
leurs moyennes  sont  maintenant 

[p)  a  =2,),      ,5  =  38,5()i  i8; 

nous  les  prentlrons  poiu"  nouvelles  valeurs  initiales,  et  1  équation  ré- 
duite devient 

\^•'  -\-  p\n  «  +  jj  —  />  +  c)\v  =  o, 
ou 

{q)  n' -t-  o,oi  5oo2.  ir  =  o, 

ce  qui  donne,  en  intégrant, 

w  =  const.  e-".'>i  '""^•■'■. 

La  constante  est  déterminée  par  la  condition 

,6  =  const.  e-"'" '■»"-■-', 
d'où 

const.  =  \),()~2~. 

Maintenant,  pour  a;  =;  ),  on  a 

ir  =  3(),  ()72-.e^"'" '■'""■'•■' =  3'y,o8'(o, 

(!•'  =  —    0,0l')0()2.  37,0810  =    -   O,  ir)()33, 

et  la  lornude    c.  doiuie,  a\ec  deux  ternies, 

(/■)  y  =  3'j,o8'|o  —  0,0-78  =  ')7,()o()2. 

Tels  sont  les  divers  moyens  dont  ou  peut  iairi'  usaj^e,  ('nsend)le  ou 
héparémeni,  pour  faciliter  rap|)li(alion  de  la  méthode  secondaire,  lui 
général,  il  coinieiidra  de  ne  pas  les  emplovei'  indinércmiiK  ni,  parce 
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(|iif  I On  ne  rtMicontrcra  pas  toujours  une  convergence  au^si  r.ipidc  que 
dans  leseniple  précédent;  le  choix  de  ces  moyens  sera  facile  à  déter- 
miner :  en  tous  cas,  par  le  changement  des  constantes  arbitraires,  on 
parviendra  toujours  à  obtenir  des  valeurs  de  l'inconnue  aussi  éloignées 
que  l'on  voudra  des  valeurs  initiales. 

Rappelons  encore  que  la  méthode  présente  pourra  se  trouver  en  dé- 
faut dans  certains  cas,  ainsi  que  Wronski  l'a  fait  voir  par  un  exemple: 
on  devra  recourir  à  une  autre  méthode.  Néaiunoins,  celle-ci  pourra 
rendre  de  grands  services  et  être  presque  toujours  utilisée. 

Nous  venons  de  traiter  l'exemple  précédent  au  moyen  d'inie  équation 
réduite  linéaire  à  coefficients  constants;  l'intégrale  trouvée  est  ainsi 
l'intégrale  générale,  jjuisqu'elle  comporte  une  constante  arbitraire. 
Mais,  dans  le  second  exemple,  nous  avon*  indiqué  plusieurs  manières  de 
former  l'équation  réduite;  il  est  donc  permis  de  supposer  que  les  ré- 
sultats que  1  on  obtiendrait  avec  ces  diflérentes  équations  ne  seront  pas 
identiques;  vovons  ce  qu'il  en  est.  Poiu-  cela,  reprenons  l'équation 
proposée  et  examinons  le  caractère  qu'elle  présente. 

L'équation  (c) 

y'  -^  p  nx  —  Z»  -(-  c]Y  +  py'  =  o, 

intégrée  par  les  movens  ordinaires,  donne 
is)  y=b- 


e    -  dj; 

0 

Cette  intégration  s'obtient  en  posant,  a  priori, 


a  et  c  étant  deux  fonctions  auxiliaires  f|ui,  déterminées  d'après  l'eiin;!- 
tion  proposée,  donnent  la  solution  précédente,  ainsi  que  la  solution 
y  =r=  o.  De  même,  si  l'on  avait  l'équation 

(^  j  y  —  Vy  -hpy-  =  o. 
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F'  et  p  étant  deux  fonctions  quelconciues  de  ,r,  on  trouverait  pour 
équation  primitive 

(  u  ]  Y  f  p e^  dx  —  e^  —  o. 

O  résultat  est  identique  au  pi'écédent  en  faisant 

>  P'  =  —  p  nx  —  h  -~  c]. 

L'intégrale  {s)  contient  une  constante  arbitraire,  la  quantité  b  qui 
se  trouve  en  dehors  des  exposants.  Cette  relation  semble  ainsi  donner 
l'intégrale  générale  ;  cependant  la  constante  ne  peut  être  éliminée  entre 
l'équation  [s)  et  la  même  différentiée,  ou  entre  (u)  et  celle-ci 

1^  Ml'  y  J  P^^  '''-*■  -^ype^  —  P'e^  =  o, 

sans  cpie  l'exponentielle  disparaisse  également;  cette  exponentielle  a 
donc  le  caractère  d'une  fonction  singulière  :  ])ar  suite,  l'intégrale  trouvée 
[s]  ou  («)  n'est  qu'une  intégrale  singulière.  Ce  fait  est  vérifié  j)ar  les 
valeurs  de  l'inconnue  calculées  au  moyen  des  formules  de  Wronski  et 
au  moyen  de  l'expression  [s],  valeurs  qui  diffèrent  complètement.  Il 
en  résulte  que  les  formules  de  Wronski  contenant  une  constante  arbi- 
traire donnent  l'intégrale  générale,  tandis  que  l'expre.ssion  {s)  ne 
donne  qu'une  intégrale  singulière  de  l'équation  différentielle  pro- 
posée. 

Les  intégrales  singulières  exigent  que  le  problème  que  l'on  traite 
présente  par  lui-même  des  conditions  telles  que  les  relations  qui  ont 
lieu  entre  l'équation  primitive  et  ses  dérivées,  d'après  l'équation  pro- 
posée, puissent  se  traduire  par  l'élimination  de  fonctions  singulières: 
autrement,  sans  cette  condition  préalable,  les  relations  entre  l'équation 
primitive  et  ses  dérivées  ne  peuvent  être  exprimées  que  par  suite  de 
I  élimination  de  constantes,  ce  qui  peut  toujours  avoir  lieu.  D'une  autre 
manière,  nous  disons  qu'il  faut  distinguer  les  conditions  relatives  au 
problème  dont  on  s'occupe  des  conditions  algorithmiques  relatives. à 
l'equalion  différentielle  du  problème.  Ces  deux  espèces  de  conditions 
sont  indépendantes  en  elles-mêmes;  mais,  quand  on  attache  à  l'équation 
différentielle  le  sens  que   lui  donne   le  problème  que    l'on   traite,   les 
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roiulilions  devant  concorder,  il  en  résulte  certaines  solutions,  tandis 
([ue  toutes  les  autres  sont  éliminées.  Ainsi,  les  problèmes  n'admettent 
ijénéralement  pas  par  eux-mêmes  de  solutions  singulières  :  celles-ci 
n'existent  qu'exceptionnellement,  et,  dans  ce  cas  exceptionnel,  on  est 
toujours  averti  qu'il  existe  une  solution  singulière  par  le  problème 
proposé  liii-méme;  au  contraire,  les  équations  différentielles  admettent 
le  plus  souvent  des  solutions  singulières  (  '  ). 


(')  Les  ouvrages  classiques  contiennent  peu  dedétails  concernant  les  soluliiiii~ 
singulières;  pour  celte  raison,  nous  croyons  devoir  insister  sur  ce  point  iui])ortanl 
sans  craindre  de  nous  répéter. 

Il  faul  se  rappeler  ce  que  nous  avons  déjà  dit  de  la  formation  des  équation-  dit- 
férentielles.  Nous  ne  considérons  expressément  que  les  équations  pouvant  repré- 
senter les  énoncés  de  problèmes  tels  qu'ils  se  présentent  dans  la  réalité;  il  est 
donc  nécessaire  de  distinguer  le  problème  en  lui-même  de  l'équation  qui  en  re- 
présente l'énoncé.  Ces  deux  choses,  bien  distinctes  en  elles-mêmes,  n'en  font 
qu  une  seule  au  point  de  vue  des  applications,  et  c'est  là  le  cas  que  nous  envisa- 
geons exclusivement.  Le  problème  est  la  chose  donnée,  le  fond  de  la  question, 
tandis  que  l'expression  algorithmique  n'en  est  que  la  forme.  Une  même  forme 
peut  appartenir  à  la  fois  à  plusieurs  problèmes  diflérents,  c'est-à-dire  que  l'inter- 
prétation d'une  équation  dilTérentielle  prise  isolément  oflre  une  certaine  indéter- 
mination. 

Les  équations  contiennent  ordinairement  deux  espèces  de  solutions  :  les  solu- 
tions ordinaires  peuvent  satisfaire  "à  un  problème,  tandis  que  les  solutions  spé- 
ciales ou  singulières  satisferont  à  un  autre,  et  ce  sont  les  conditions  propres  au 
problème  qui  font  accepter  ou  rejeter  une  solution.  En  particulier,  les  conditionv 
ali:oritlnnif(ues  spéciales  qui  conduisent  aux  intégrales  singulières  doivent  être  la 
traduction  de  certaines  conditions  propres  au  problème  dont  il  s'agit  ;  si  ces  con- 
ditions n'existent  pas,  les  solutions  singulières  de  l'équation,  en  tant  qu'équation 
purement  algorithmique,  n'ont  aucune  interprétation,  et  l'intégrale  générale  existe 
seule,  puisqu'elle  n'exige  aucune  condition  algorithmique  spéciale. 

Dans  les  équations  différentielles,  il  n'y  a  qu'une  seule  intégrale  générale,  cellf 
qui  correspond  aux  seules  constantes  arbitraires;  toutes  les  autres,  exigeant  une 
ou  plusieurs  conditions  algorithmiques  spéciales,  sont  comprises  sous  le  nom 
d'intégrales  singulières.  Ces  conditions  n'excluent  pas  ordinairement  les  con- 
stantes arbitraires  des  relations  algorithmiques  qui  les  expriment,  bien  que  l'on 
ait  énoncé  quelquefois  le  contraire;  l'exejiiple  que  nous  traitons  montre  que.  --i 
l'on  considère  l'équation  primitive  {s),  on  ne  peut  éliminer  la  constante  arbi- 
traire entre  cette  équation  et  sa  dérivée,  sans  éliminer  en  même  temps  une  fonc- 
tion; cette  fonction  se  trouve  être  ainsi  une  fonction  singulière. 

En  un  mot,  il  ne  faut  donner  à  une  équation  différentielle  que  la  signiticatimr 
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Si  I  on  considère  les  équations  primitives  singulières  comme  ne  de- 
vant pas  contenir  de  constantes  arbitraires,  on  fait  une  restriction  cjui 
ne  doit  pas  avoir  lieu  ordinairement,  ou  une  confusion  entre  l'équation 
|)rimitive  générale  et  les  équations  primitives  singulières,  car  l'exis- 
tence de  celles-ci  ne  dépend  que  de  la  possibilité  de  l'élimination  de 
certaines  fonctions  c|ui  sont  cjuelconques,  si  l'on  considère  les  équa- 
tions différentielles  en  général;  ces  fonctions  quelconcjues  contiennent 
évidemment  des  constantes  qui  peuvent,  de  cette  manière,  se  retrouver 
dans  les  équations  primitives  singulières.  I/équation  (c)  en  est  un 
exemple. 

Dans  le  problème  cjue  nous  examinons,  puisqu'il  n'existe  aucune 
condition  spéciale,  la  solution  qui  convient  est  celle  que  nous  avons 
obtenue  par  la  méthode  de  Wronski. 

F.a  méthode  ordinaire,  qui  consiste  à  déduire  les  intégrales  singu- 
lières de  l'intégrale  générale,  pourrait  conduire  à  la  relation  qui  donne 
la  solution  singulière;  mais,  ici,  nous  ne  connaissons  l'intégrale  eéné- 
raie  que  sous  la  forme  résolue  y  =  /(x),  et/[x)  est  un  développement 
(pii  se  prête  difficilement  à  une  comparaison  avec  l'intégrale  singu- 
lière trouvée. 

Remarquons  encore  que  l'intégration  ordinaire  d'une  é(|u;ition  dif- 
férentielle conduit  à  une  équation  primitive  cju'il  faut  ensuite  ré- 
soudre :  ce  sont  là  deux  problèmes  dont  on  ne  peut  pas  toujours 
obtenir  la  solution.  La  méthode  de  Wronski  a  cela  d'avantageux 
(pi'elle  donne  l'équation  primitive  toute  résolue,  et,  comme  elle  donne 
aussi  l'expression  d'une  fonction  quelconque  F(j)  de  l'inconnue,  on 
\  oit  que  \\)n  peut  mettre  encore  l'équation  primitive  sous  un  nombre 
nidéfini  de  formes  différentes. 

Profitons  de  la  solution  singulière  [s]  pour  appliquer  les  fornudes 
ipie  nous  avons  données  dans  la  digression  sur  les  séries,  de  (î)  à  (>:) 
et(«a),  (a|5). 

|iiii|iicau  priihlciiie  i|ireiio  ie|)résenlL';  ceUe  sigiiilicalion  est  nécessaire  et  les 
iiuUes  iiilei|i)'cLalions  (ju'on  jMiuriait  en  donner  sont  contingentes;  cette  illslinc- 
lion,  tout  évidente,  justifie  ce  que  nous  venons  de  dire.  11  en  résulte  que  les  inter- 
prétations géométriques  des  intégrales,  telles  qu'on  les  produit  ordinairement,  ont 
un  sim|ilc  caractère  de  contingence,  à  moins  que  les  prohlénies  traités  ne  se  rat- 
tachent spécialement  a  des  f|uestions  de  Géométrie. 
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(  .omniciirons  par  calculer  1  intégrale  singulière  |)ar  la  ionnule  de 
M.iclaiM'in  ;  nous  avons 


^>''  =  —  p  nx  +  y  —  b  -h  c  y, 

y"  =  —  p     n.i-  -h  2  A'  —  b  -h  c  M''  -I-  ny  . 

v'"  =  ~  p[' nx  -^  -jy  —  Ij  -h  c ly" ■+-  -j. ny  -+-  2 y' '  j , 

y'"  —  ~ p['nx  -{-  -ly  —  b  -h  c)y"' -+-  [iny  +  Gy'y" 


puis,  eu   faisant  x  =  o,  y  :=  b  et  mettant  pour  les  coelticieiits  leurs 
valeui's  numériques,  il  vient 

y„  =  —  fi, 6. 

>.,  =  +  o,ooy, 
Vo  =  —  0,0006^5, 
y'^  =  +  0,00007492  ") . 


I.n  formule  de  ^laclaurin  tlonne  alors 
ab 


I  y  =  4"  —  x.0,6  -+-  x^.  0,0045  —  a:'.  0,0001 1  2: 
'  +  a;'.  0,000003121875  —  .... 


■t  p(jur  X  =  ')  la  valeur  de  r  est 

7=      40 
-    3 


37,0000 

+    0,1  125 

37,1 12.5000 
—  o,oi4oG25 

37,0984375 

+  0,00 iq5 I I 

I      ^ 

37,1003886 

Jourii.  de  Matli    ,j*  série',  tome  VIII.  —  Avhil   iSt^j. 
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Transformons  la  série  [ab)  par  les  formules  {i)  à  (z);  cette  série. 
identifiée  avec  la  série  [i  ),  pour  a  =  o,  savoir 

ad)  .V— ■  ^„-l-a:^i  4- x-5l.o  +  .r-''Jl3-i-    ... 

sera  transformée  en  une  autre  série  équivalente  delà  forme    !    . 

dans  laquelle  «  e-<t  une  quantité  arbitraire,  et,  d'après    /.  ,  on  .1  les 
relations 

A,  =  //^,. 


Il  reste  à  déterminer  une  \aleui'  de  «  telle  que  la  série,  transfoiinée 
ainsi,  soit  plus  convergente  que  la  série  proposée  (ab). 

Il  est  focile  de  voir  que  la  \aleiir  de  n  la  plus  convenable  esl  com- 
prise entre  10  et  100,  et  le  maximum  de  convergence  a  lieu  à  |)eu 
près  pour  n  =  Cm.  On  a  en  effet,  d'après  (ad)",  pour  ri  =  Go 

A,  =  -  '36  =  —  %, 

A^  =  —  3'j  -f-  16,20  =  —  19,80, 

A3  =  —  36  +  32, '(O  —  24, 3o  ^  ■2-,rio, 

A  ,  =  —  36  ■+- 18,60  —  7-.9'i  +  'l<>'  '1*'  =  —  19,8 '|. 

l'oin-  X  =  "),  — ^ r=  — ;,  la  série  transformée  esl  ainsi 


.   ,                              ,          3(3        10,80        27,00        10,8.1 
>,(tb  I  V  =  ')(> 1 ^r -^ è^' 
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ce  ijiii  donne 

y  =^      ^o.ooooo 

—  ■2,~Gr)■ï^ 

37,2-^.077 

—  0,1 1 7i() 

37, I i36i 

—  0,0 [270 

37,  r  oo()i 

—  0,000()[) 

37, 10022 

Pi'alit[iicnK'nt,  il  vaudrait  mieux  prendr^'  n  =  )o  pour  sininlifiei-  les 
calculs:  on  aurait 

y  =  37,ioo2(). 

On  voit,  d'après  cela,  que  le  développement  de  Maclaurin  \  ah  \, 
dans  le  cas  actuel,  n'est  pas  éloigné  du  maximum  de  convergence. 

Calculons  maintenant  l'expression  (s)  qui  contient  une  intégrale 
détjnie, 

laej  f    e- '''""-*-'"''- "'V/.r. 

En  désignant  l'exposant  par  P,  la  formule  de  Maclauiin  doinic, 
pour  a-  =  j,  • 

/"    ,.  ,  -         5-  ,  ~  .5^  ^  5^  .,    .,    . 

/       e   ax  :=    )  -\ 0,0^  3  -\ =  0,001  !  2.) K—7  0,()0(I0  )0  )-  ) 

j  1.2  1.2.3  1.2.. 1.4 

•''^  /  /    /  ■) 

.,   ,   .  o,ooooo4_ao  I  >7  +  •  •  •  • 

1 . 2 . 3 . 4  ■  J 

af  I     I     c^dx  =  )  +  o,jG2)  -4-  0,023437")  —  o,ooo7()io  —  o.oooi  1/17 

=  5,)85o3i8. 

l>a  lorniule  de  Bernoulli, 

j  f[x)dx  =  const  +  --^/[x)  -  ^/{oc)  +  . . ., 
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est  ici  plus  roiivergeiUe  ;  elle  donne,  avec  six  déiimales  exactes, 

(«/)'  /     e''ri'a:  =   1,  )8"in()(), 

par  suite, 

I    1-  o.oG  /     e'^'dx  =  1 ,3'î')  ino')-, 

et  l'expression    s    de\ieiit 

[affi  v=  |o — ^^T^ =  07,1000; 

telle  est  la  valeur  de  l'inconnue  avec  cpiatre  décimales  exactes. 

Effectuons  maintenant  le  même  calcul  au  moyen  des  formules    yx 
et  (a/5)  de  la  méthode  primordiale,  savoir  : 

i  -h  x  —  a)    „,,    .  {{x  —  a  : 
an\  ,  . 

les  coefficients  H,  calculés  d'après    «jS  1,  sont 

L^  [1'  (a)]-*         LF  («)J  4      F  («) 

,     I  F"(a)F-(a)  3    „,.,     ^  1    ,     ,- 

Faisons 

F(^   =  /     e^'dx, 

avec  X  =  ")  et  r;  =  o,  il  \  lent 


f 


/     e''(/.r  =^  "),  )o()2')  H- o,f)oo()  i" 'i/i' ( - 

-I-  f  0,00l<)I  2")/(/'  —  0,000001  2( ')(')«')(  '—z   ) 

-I-  (  —  0,00  j8-2  K)/j'  —  0,00000  )()(') 'in'  —  0,0000000  )Gy/r"' 
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Il  reste  à  déterminer  la  valeur  de  n  la  plus  convenable;  et  l'on  aper- 
eoit  aisément  que  n  doit  être  compris  entre  loo  et  looo.  Il  est  même 
indifférent  de  prendre  l'un  ou  l'autre  nombre, car  la  variation  de  la  con- 
vergence est  très  faible,  dans  cet  inter\ aile,  pour  les  autres  valeursde/j. 

En  fait,  ces  deux  valeurs  conduisent  au  même  résultat  à  — ^*^^    prés. 

Pour  Pour 

n  :=  loo.  n  =  looo. 

If    e^dx=      5,ToG2JO  j     e^dœ=       i,.5o62jo 

-+-  0,068837  '  "                  +  0,078003 

5,57.5087  5,584753 

(«'/'      '                    -+-0,009183  -1-0,000396 

1  5,584270  5,585 149 

f  -H  0,000723  — 0,0001  r5 

\  5,584993  5,585o34 

Nous  obtenons  ainsi  la  même  approximation  qu'avec  la  formule  de 
Maclaurin,  bien  cjue  celle-ci  contienne  un  terme  de  plus.  Cependant 
la  formide  de  Wronski  a  exigé  un  calcul  plus  compliqué;  il  ressort  de 
là  que  son  emploi  n'est  réellement  avantageux  que  lorsque  l'on  peut 
négliger  la  série  complémentaire.  Dans  ce  cas,  le  calcul  devient  très 
rapide  ('  ']. 

Supposons  que  l'on  connaisse  la  valeur  de  l'intégrale  pour  x  =  4,5, 
sachant  que 

(')  On  remarquerait  même  que  souvent  la  série  complémentaire  est  d'autant 
moins  convergente  que  \e  progrès,  donnant  la  génération  de  la  fonction,  repré- 
sente mieux  cette  fonction  ;  aussi  Wronski  indique-l-il  comme  avantageux  l'em- 
ploi de  la  génération  neutre.  Il  dit  {Réforme,  t.  I,  p.  Ixxiij  )  :  «  Avec  les  quantités 
A,,  A,,  A3,  .  .  .  (quantités  qui  sont  les  coefficients  du  développement  de  la  fonc- 
tion et  qui  comprennent  à  la  fois  les  premiers  termes  et  ceux  de  la  série  com- 
plémentaire), les  ordres  supérieurs  de  la  génération  neutre  donneront,  pour  la 
fonction   problématique  F(.z-),  ...,  une  détermination  très  générale,  et,  comme 

telle,  de  beaucoup  supérieure  à  celle que  nous  avons  obtenue  |)ar  ru])plicatioii 

immédiate  de  la  méthode  primordiale.   » 


ak 
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on  en  déduit  la  suivante,  pour  a;  =:  5, 

\    /    é"  dx  —   I      e''(/a;  H- (e'),  5(1  +  0,2,5  .o,o4o5)o,5 
laj)       ■  .'„ 

(  =4;97  212+1, 21 333. i,oioi25. 0,5=  "),  58493 1 , 

valeur  exacte  àY^J,,,^  prés. 

I.a  forniide  de  Taylor  conduit  à  un  calcul  plus  long;  on  a 


(^/•^7* 


0,042970  (e  )43, 


\    \     é'dx  ^   /      e^ dx  +  (e'')"(  (),5  -F-  -^^^  0,042975  +     '    "  0,001756 
'  =  4,97212  +  i,2r33'j.o,5o54o84  =  5,58535o, 

valeur  exacte  à  ,  „  \ ,  -  près. 

Nous  venons  d'indiquer  l'usage  du  premier /^ro^ve^  de  la  méthode 
primordiale;  on  pourrait  de  la  même  manière  faire  l'application  du 
second  et  du  troisième  progrès,  c|ui  ont  été  donnés  dans  le  Tome  T  de 
la  Réforme,  et  le  Supplément  à  VÈpiireà  V Empereur  de  Russie,  ou  dans 
le  troisième  Volume  de  V Encyclopédie  malliémalique  de  Montferrier  ; 
les  expressions  sont  alors  de  plus  en  plus  compliquées,  mais  on  peut 
trouver  avantage,  dans  certains  cas,  à  les  utiliser;  de  même,  par  une 
certaine  combinaison  du  premier  et  du  second  (Ji'ogrès,  on  pouriait 
uitégrer  l'équation  différentielle  qui  nous  a  servi  d'exemple  (voir  la 
Réforme,  t.  I,  p.  352). 

Néanmoins,  le  premier  ])rogrès,  à  cause  de  la  simplicité  de  son 
expression,  sera  souvent  d'iuie  application  avantageuse.  Wronski 
donne,  au  moyen  de  cette  fornude,  un  exemple  de  calcul  de  loga- 
ritlimes  à  10  décimales;  il  a  d'ailleurs  construit,  ainsi,  des  labiés 
disposées  sous  forme  de  canons  (  '  ). 

(')   Les  canons  à  -  (liTlMialL's  loiiliiMineiil   environ    looo   notniiie-;   h-  |iicinii'i' 
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[Niais  là  ne  se  borne  pas  l'application  du  premier  progrès  de  la  mé- 
thode primordiale  :  nous  pensons  qu'il  devra  servir  encore  utilement 
au  calcul  des  Tables  de  sinus  du  second  et  du  troisième  ordre;  ces 
Tables  seront  nécessaires  le  jour  où  l'on  voudra  appliquer  les  méthodes 
d'intégration  de  'Wronski,  et  principalement  la  méthode  secondaire 
systématique.  Si  l'on  songe  à  la  complication  et  à  l'étendue  des  Tables 
à  double  entrée  des  fonctions  elliptiques,  ou  autres  fonctions  analo- 
gues, on  se  convaincra  facilement  que  les  Tables  des  sinus  devront  être 
exécutées  avec  beaucoup  plus  de  rapidité;  elles  seront  très  pratiques 
et  d'un  usage  général,  tandis  que  les  premières  ne  seront  que  d'un 
usage  restreint. 

Nous  avons  préparé  des  Tables  de  sinus  de  telle  sorte  que  les  calculs 
puissent  être  exécutés  immédiatement  quand  il  sera  nécessaire.  Ajou- 
tons que  nous  avons  été  précédé  dans  ce  travail  par  M.  Yvon  ^  d- 
larceau  Ce  géomètre,  au  moyen  de  formules  qui  lui  sont  propres,  a 
calcidé,  avec  12  décimales  exactes,  une  suite  de  sinus  du  deuxième  et 
du  troisième  ordre,  formant  ainsi  un  cadre  pour  dt  s  Tables  plus  éten- 
dues. 


l\tégratio?f  des  équations  aux  différences   finies  ne  contenant 
qu'une  variable  indépendante. 

Observation.  —  Avant  de  continuer  l'exposition  des  méthodes  d'in- 
tégration, nous  devons  indiquer  l'ordre  que  nous  allons  suivre. 

On  sait,  d'après  ce  cpii  précède,  que  l'intégration  des  équations 
linéaires  à  coefficients  constants  joue  un  rôle  important  dans  les  mé- 
thodes de  "Wronski.  L'intégration  des  équations  différentielles  de  cette 


loijarillime  est  relui  de  looooo,  et  les  suivants  ceux  de  100 125,   ioo2o5,  etc., 
nombres  qui  s'obtiennent  alors  avec  la  plus  grande  facilité. 

Dans  le  système  de  logarithmes  à  7  décimales  dont  la  base  est  2,  le  canon  a  les 
dimensions  "de  3o5-"  sur  22.^-;  il  est  formé  de  deux  Tableaux  correspondant  aux 
deux  parties  dont  est  composée  la  portion  décimale  d'un  logarithme.  Ce  canon  a 
une  étendue  triple  de  celle  des  Tables  ordinaires,  et  l'addition  des  deux  parties 
du  logarithme  demande  moins  de  temps  que  celui  que  l'on  met  à  feuilleter  la 
Table.  Un  canon  de  logarithmes  vulgaires  contient  une  partie  de  plus. 
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espèce,  dans  le  cas  d'une  seule  variable  indépendante,  est  assez  connue 
pour  que  n'ayons  eu  besoin  que  d'en  rappeler  les  formides  ;  mais  pour 
les  autres  ('quations,  les  solutions,  quoique  données  depuis  longtemps, 
ne  se  trouvant  pas  dans  les  Ouvrages  classiques,  nous  serons  obligé 
de  les  traiter  d'une  façon  particulière  et  même  plus  complète  qu'on  ne 
l'a  fait  jusqu'ici.  D'un  autre  côté,  nous  ne  pourrions,  sans  perdre  de 
vue  la  méthode  de  Wronslù,  donner  de  suite  tout  ce  qui  concerne 
l'intégration  des  équations  linéaires  à  coefficients  constants,  c'est  pour- 
quoi nous  ne  présenterons  ici  cpie  ce  qui  est  absolument  nécessaire  à 
la  méthode,  en  indiquant  toutefois  comment  on  pourrait  vérifier  ou 
démontrer  certaines  formules  dont  il  sera  fait  usage. 

Désirant  pousser  les  calculs  jusqu'au  point  où  il  ne  reste  plus  qu'à 
effectuer  des  opérations  indiquées  bien  explicitement,  nous  entrerons 
de  suite  dans  le  détail  des  transformations  relatives  aux  racines  des 
équations  caractéristiques.  Nous  avons  reconnu  c|ue,  en  général,  la 
transformation  doit  être  faite  au  moven  de  fonctions  symétiiques,  et 
que  les  transformations  faites  au  moyen  de  sinus  d'ordre  quelconque, 
ou  môme  par  d'autres  procédés,  ne  sont  que  des  transformations 
particulières;  nous  avons  étudié  le  système  complet  de  ces  transfor- 
mations et  nous  donnons  ici,  outre  les  formules  d'intégration  parles 
fonctions  symétriques,  la  formule  d'intégration  des  équations  différen- 
tielles linéaires  à  coefficients  constants,  au  moyen  de  sinus  d'ordres 
supérieurs.  Quant  aux  fonctions  symétriques,  nous  n'avons  fait  que 
compléter  et  étendre  le  moyen  indiqvié  par  Wronski  dans  sa  Critique 
des  fondions  génératrices,  ce  géomètre  s'étant  lui-même  visiblement 
inspiré  des  travaux  de  Laplace.  Néanmoins,  nous  sommes  convaincu 
que  Wronski  avait  achevé  les  calculs  que  nous  avons  dû  rétablir  nous- 
mème . 

Nous  réservons  poiu-  une  Note  spéciale,  qui  paraîtra  dès  que  le  sujet 
présent  sera  achevé,  h^s  questions  que  nous  ne  pouvons  à  présent  traiter 
d'une  manière  suffisante.  Cette  Note  comprendra  des  notions  sur  les 
agrégats  et  sur  leur  emploi;  ces  sommes  seront  pour  nous  d'un  usage 
aussi  fréquent  que  celui  des  déternnnants.  Nous  doimerons  les  for- 
mules de  différent  iat ion  de  fonctions  de  plusieurs  variables,  puis  nous 
reviendrons  sur  l'intégration  des  équations  linéaires  à  coefficients 
constants,  et  nous  reprendrons,  |)our  ce  qu'il   nous  im[)orle  de  cou- 
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naître,  la  théorie  des  fonctions  symétriques  pour  en  faire  l'application 
aux  sinus  des  ordres  supérieiu's. 

I/étude  de  ces  questions  découle  tout  naturillenient  de  la  loi  su- 
prême de  Wronski;  d'après  cela,  nous  aurions  dû  commencer  par  sf)u 
ex|-iOsition,  mais  les  sujets  que  nous  traiterons  auparavant  formeront 
une  introduction  très  utile  pour  lintelligence  complète  de  cette  loi 
remarquable.  Nous  pouvons  dire  qu'elle  a  été  l'objet  de  notre  pre- 
mière étude;  c'est  ce  qui  nous  a  permis  d'entreprendre  avec  fruit  le 
rétablissement  des  diverses  méthodes  d'intégration  sur  les(|nellcs 
A\  ronski  ne  nous  a  laissé  que  de  simples  indications. 

h'f/uations  aii.v  différences  finies .  —  Considérons  ime  équation  qui  cnii- 
tient  une  fonction  inconnue  y  d'une  variable  indépendante  x,  ainsi 
que  les  différences  des  quantités  .r  et  r  ne  dépassant  pas  l'ordre  \].\  soit 


cette  équation.  Pour  effectuer  l'intégration,  il  faut  trouver  une  expres- 
sion de  la  fonction  inconnue  y  qui  rende  identique  l'équation  pro- 
posée. 

Nous  avons  vu  que  l'expression  (22)  (')  rcmpht  cette  condition,  et 
qu'il  est  même  nécessaire  de  lui  substituer  rex|)ression  plus  générale 
'  -22  ),  savoir  : 

^       dx      I 

V  [Y]  =  Fn-;  —  oln- 


Wo(<r) 


I   r     ,      ,.,1,     do-    )\      d.r'-     )         \      d.r'-      l\      d.r      I 
\     dx    ) 

tr  est  ici  une  fonction  arbitraire,  qui  néanmoins  doit  se  iapj)iocher  le 
plus  possible  de  la  fonction  inconnue  r,  et  F(  r  )  est  une  fonction  quel- 
conque mais  donnée  de  v,  cette  fonction  peut  être  une  différence  (ui 
inie  dérivée  de  la  quantité  cherchée. 


(  M    ]  oir  lo  n"  de  jain  ier  i'S8>. 

./„nr„.  de  Miilh.  [W  série),   tome  VIII.     -  Mm    iKîSu.  I<) 
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Sans  reprendre  les  considérations  que  nous  avons  présentées  a 
propos  des  équations  différentielles,  considérations  qui  se  reproduisent 
ici,  nous  rappellerons  que  l'on  doit  former  au  moyen  de  l'équation 
donnée,  en  v  introduisant  une  quantité  arbitraire  oj,  une  équation 
ti'ansformée 

z,{v,  w)  =  o; 

de   la  sorîe,    poHr«  =  i.    on   reproduit   l'équation   proposée,  qui  se 
trouve  ainsi  écrite  : 

'-■    r,  I  =  (). 


et  poiu"  '.)  =r  o,  on  obtient  i'é(piation  réduite 

ç(j,o)  =  o. 

Cette  équation  donne  une  première  valeur  de  l'inconnue  que  nous 
avons  désignée  sous  le  nom  do  valeur  fondamentale  et  que  nous  axons 
dénotée  par  w. 

L'équation  réduite  peut  toujours  être  une  équation  aux  différences 
finies  à  coefficients  constants  intégrable  par  des  movens  connus  :  la  \  a- 
leur  fondamentale  ainsi  obtenue  conduit  à  l'intégrale  générale  de  l'e- 
quation  proposée;  il  est  clair  que  l'on  peut  former  autrement  1  équa- 
tion réduite. 

Calcul  de  l'inconnue.  —  Il  reste  maintenant  à  donner  le  détail  des 
calculs  que  nous  venons  d'indiquer.  Pour  cela,  mettons  l'équation  pro- 
posée, ]);ir  hvpothèse  d'oi'drc  ix,  sous  la  forme 

i>.8j  AS-vll^-h  Ai^-' vH,j._,-H...-h  ArH,-t-yH„=.'i(.r;; 

•l{x)  est  une  fonction  donnée  de  x,  et  les  coefficients  Fl„,  II,,  . . .,  \l^ 
peuvent  être  des  fonctions  de  x  de  l'inconnue  jet  de  leurs  différences 
de  divers  ordres,  jus([u'à  l'ordre  a  inclusivement.  Il  est  évident  qiu' 
l'équation  proposée  peut  toujours  être  mise  sous  cette  forme  et  même 
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être  ec  rite  de  la  manière  siiivanto, 

(28)'  l^l\yl{,-<!^,x,^o     (•). 

en  convenant  de  faire  varier  l'indice  g  de  zéro  à  p.. 

Considérons  les  variations  de  l'inconnue  y,  ou  même  de  Fi  r  ,  cor- 
respondant à  des  valeurs  de  la  variable  x,  comprises  entre  deux  limites 
quelconques  déterminées  p  et  q;  soit  «  la  valeur  de  r  correspondant  à 
une  valeur  moyenne  ]S  de  y  dans  les  limites  considérées  (nous  avons 
déjà  précisé  le  sens  que  Wronski  attache  à  cette  expression  de  ^  aleurs 
moyennes),  et  supposons  ces  deux  valeurs  a  et  |3  provisoirement 
connues.  Si  nous  remplaçons  dans  le  coefficient  général  TI,  les  quan- 
tités jc,  Y  et  leurs  différences  par  leurs  valeurs  moyennes,  nous  obtien- 
drons ime  quantité  h^  qui  sera  le  coefficient  général  de  l'équation  ré- 
duite :  nous  pouvons  alors  introduire  la  quantité  arbitraire  w  de  manière 
à  obtenir  l'équation  transformée 

Pour  0)  =  I ,  cette  équation  donne  l'équation  proposée  (  28  )',  et  poiir 
0)  =  o  elle  donne  l'équation  réduite 

;3o)  I^A'n'/io— ti-far)  =  o, 

en  changeant  y  en  w  d'après  les  notations  adoptées.  Maintenant,  si 
nous  désignons  par  m,,  m.,,  .  . .,  m^,.  les  fx  racines  de  l'équation  carac- 
téristique 

(  3 1  )  /*(i rn^  -+-  /*[,._i  in"~ '-(-  ...+  /<„=  o, 

comme  on  le  sait,  on  a  jiour  la  valeur  fondamentale,  en  dénotant  par» 

(')  Nous  avons  fait  plus  haut  usage  d'une  nolalion  dilTérenle  pour  indiquer  la 
manière  dont  les  ternies  varient  dans  la  somme  ii;  à  raxcnii-.  nouri  nou--  cdiitoi- 
merons  à  la  notation  de  Wronski;  rindice  joint  à  la  Icltic  ï  iiiiiii|M('  Li  liinili-  -u- 
périeure  de  lindioe  variable  t. 


i/j8 

la  différence  Aa% 


{;i2)  (r=2^(i+w^)"|i\I,+  N,i.j/(a-)(-- 

N^  a  pour  valeur 

(32)'  N,= 


-M,  est  Tune  des  p.  constantes  arbitraires,  et  la  somme  entie  crociiets 
est  une  somme  indéfinie  prise  par  rapporta  l'accroissement  //,  tandis 
que  la  somme  ^y.  se  compose  de  ij.  termes  en  faisant  varier  liiidicc  <; 
de  I  k  IX. 

On  peut,  dans  certains  cas,  trouver  utile  d'introduire  une  fonction 
arbitraire  dans  l'équation  transformée,  ainsi  que  nous  l'avons  tlejà  (ait 
dans  le  cas  des  équations  différentielles  ;  la  plus  simple  de  ces  fonc- 
tions est 

s  et  /•  étant  deux  constantes  à  déterminer,  de  sorte  ([uc  l'équation 
transformée  sera 

(33)  V  A\yK{^-j^y-'^{a^)-{i-(.>)s{i-hr)"=o, 

ci  1  équation  réduite  devient 

CM)  \  A^n'h^— <l^\.r]  —  s{i -h  rf'=  n. 

De  cette  manière,  en  su[)posant  nulle  la  fonction  ^[x]  et  en  néjjli- 
geant  les  constantes,  on  a 

Afin  de  pouvoir  a])pliquer  maintenant  la  formule    2.>.  ,  il  i-este  à  cal- 
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ciiU'i-  les  «Ijlfércnces  et  les  dérivées  de  l'expression  (3?.  j;  on  aura 

(■■')())      A"(r  =  \    (i +m^]''\m"M^-h^i„\  A'^^i'x'jl^ — )"    , 
l)nis 


w  )   -r-  =    >    (  I  +  W,7  )"     — ^ ^\n  4-  N,  >  r — 


(/ r'      \  I  -t-  III, 


et  enfin 


56, 


i^';^-v. 


Ix- 


Ces  formules  ne  peuvent  être  utilisées  f[ue  si  toutes  les  raeines  de 
l'équation  caractéristique  sont  réelles,  car  autrement,  s'il  existe  des 
raeines  imaginaires,  il  se  trouvera  dans  les  expressions  jirécédenles  des 
parties  imaginaires  qu'il  faudra  grouper  convenablement  afin  d'<il)- 
tenir  des  valeurs  réelles  de  w.  Ces  transformations,  bien  connues  dans 
le  cas  d'équations  différentielles,  le  sont  moins  quand  il  s'agit  d'équa- 
tions contenant  des  différences:  aussi  nous  allons  les  reprendre  rapi- 
dement. 

Transfonnations  relalàes  aux  quantités  imaginains.  —  Le  principe 
qui  va  nous  servir  de  point  de  départ  consiste  à  substituer  dans  l'ex- 
pression fondamentale  (^a),  aux  racines  de  l'équation  caractéristique, 
des  fonctions  symétriques  de  ces  racines;  cette  manière  d'opérer  aura 
l'avantage  d'éviter  la  résolution  d'une  écpiation  algébrique. 

Posons 

(■37)  «=n-w     et     7,  =Ç. 

l'équation  caractéristique  sera  remplacée  par  l'équation  suivante,  dont 
les  racines  sont  m^,  m.,,  .  . .,  augmentées  de  l'unité, 

(  38  )  /■„  «!^-  +  /•„_,  «1'-'  + . . .  +  X-„  =  O, 
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en  faisant 

//„—/;,  +//.-  /i, +...+  {—  i//i^=k,, 
/i,-  2/,,  +  i/i,  -...  +  (-  I  f-'  'à li^  =  k. 

Cette  équation  caractéristique  (38)  correspond  à  l'équation 

(  '^9)       Kfi'^  -^  ^■'^)  -+-  Vi/['^  +  (P-  -')"]+•     •■+  k,f{,T)  =  4-  [X:, 

si  l'on  pose 

/(.r)  =  (r. 

Wronski,  dans  sa  CrUique  des  fonc/ions  génératrices,  part  de  cette 
équation  poui-  effectuer  l'intégration  de  toutes  les  équations  linéaires  à 
coefficients  constants;  l'équation  i3r))  donne,  si  l'on  appelle  ir,  la  so- 
lution sans  constantes  arbitraires, 

(4")       "■.=T^I<-')-K«;V.H=^!(ir. 

en  faisant 

(lo)'  ^=iQ{n\n:...n;)  =  {-if^~n{n^)n{n^-n,)- 

n  indique  le  produit  des  quantités  entre  parenthèses,   et  l'ordre  des 
indices  v  est  l'ordre  numérique,  comme  nous  l'avons  déjà  indiqué  pour 
ia)';  de  plus,  1S'„  est  un  des  déterminants  mineurs  de  N  ordonné  par 
rapport  aux  puissances  a  des  racines,  ce  qui  donne 

i/^v  ^  -  (-')''''    ^-■^'•' 

Si  dif.i'^  est  nui,  la  sonnne  indéfinie  [)oui'  une  \aleui' pai'liculierc  de  7 
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se  réduit  à  une  constante  arbitraire;  en  ajoutant  cette  dernière  so- 
lution à  la  solution  (4o),  on  retrouverait  la  solution  (32). 

L'expression  (lo)  s'établit  directement;  on  peut  aussi  vérifier  faci- 
lement qu'elle  satisfait  à  l'équation  {'i[))-  Cette  expression  développée 
donne 


^  n,    -h  -^  n,    -f-  .    .  —  I  ^  rt . 


et   comme,    d'après  un   théorème   que    nous   avons  énoncé     i  ]  ];\n- 
vier  1881    on  a,  pour />  positif  ou  négatif. 


il  vient,  en  faisant  —  ;  ^=  -h  u. — p  et  prenant  ;  et p  négatifs, 

(  'p.  tr,  =  p  V  d(.r  +  (7m:  S  -  ;  : 

^  est  une  somme  indéfinie  dans  laquelle  ç  varie  de  zéro  i\  -h  y-  .  i-t  les 
fonctions  N  sont  ici  des  fonctions  alepli  négatives. 

Il  reste  à  tenir   compte   des  constantes  arbitraires,   c'est-à-ilire  de 
l'expression 

qui  est  aussi  comprise  dans  l'expression  (32).  D'après  l'origine  des 
constantes,  ainsi  que  nous  venons  de  le  dire  et  d'après  leurs  valeurs 
arbitraires,  nous  devons  écrire  le  second  membre  de  ( '1 3  sous  la 
forme 

44,  -^  «^ -)-  ^ //;, -F- .  .  . -I-  -^ //:  , 

en  désignant  par  N  le  déterminant  de  (4o/,  et  par  N',",  IN',*',  ...  des 
fonctions  de  n,,  «2,  •••,  f>u.  telle  que  l'expression  totale  soit  luie 
fonction  symétrique  de  ces  quantités;  de  la  sorte,  si  l'on  représente 
par  Z)    l'expression  (\'\'  et  par  !'>  une  nouvelle  constant*-  .irbilraire. 


P>Z)  est  une  valeur  particulière  de  (43);  par  suite,  P,,  Po,  . . .,  P^,  Z,. 
Zo,  . .  .,  Zji  étant  p.  constantes  et  ij.  fonctions  analogues  à  (  ^/|  ',  on  peut 
écrire  (  ^3  )  de  la  manière  suivante  : 

(43)'  »•,  =  P,  z,  +  PoZo  -f-. . . ^  P(,Z^. 

Il  est  évident  que,  si  1  on  pose 

(45)  7i'  =  z,  +  nZj  + /«-z., +  .  .  .H-«s^~'Zj,.. 

t-n  donnant  à  n  successivement  les  u.  valeurs  qui  satisfont  à  l'équa- 
tion ;  38  ,  on  obtient  jx  équations  linéaires,  lesquelles,  j^ar  leur  reso- 
lution, donnent  pour  l'une  des  fonctions  Z,, 

CQ( n]nl.  .  .«^^'  .  .  .ni) 
\6  Zy=  '      -     y- 

Le  second  membre  dé\eloppé  par  rapport  à  n],  n\,  ...  est  bien  de  la 
forme  (44),  et  les  quantités  Z  sont,  de  celte  manière,  des  fonctions 
svmétriques  des  racines  de  (  38  .  D'après  un  théorème  sur  les  fonc- 
tions aleph,  que  nous  démontrerons  plus  tard  le  théorème  (4')  "en 
est  qu'un  cas  particulier,  on  a 

(4b)'  ^  ^         -      - 

>^  avant  toujours  la  valeur  (4o/ 

Donc,  d'après  (46)  et(4G)',  on  [)eut  écrire  :  'î3i' 

^vA\,  =   P,  X-,  +  P,X-,  + . . .  4-  Pa^t,  S  Ç  -  [J.  -+-  I 

-<-(P,X-, -hPJ-3+...-f-P(.-,/.,.iN  Ç-p. -4-2)+...-t- l',X-,,N  r  . 

lin.  en  re|irésentant  par  (),,  Q.,.  . .  .   les  nouvelles  constantes,  on  ;i 
|)ar  suite,    la   solution    coniplèlc  de    1  ecpiation    linéaire  a  coellicients 
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constants  (3o)  peut  s'écriro,  en  réunissant  les  deux  quantités  w,  et  xv^, 

(42)et(/,7), 


■^^">    ^-'H.'^Mî-'^-^')-^i;l^^ 


'l')i<[ 


La  première  somme  se  compose  de  p.  termes,  la  seconde  est  une 
somme  indéfinie,  et  l'expression  entière  ne  contient  que  des  fonctions 
symétriques  des  racines  de  l'équation  (38),  et  par  conséquent  de 
l'équation  caractéristique  (3i  ). 

Nous  sommes  obligé  de  passer  rapidement  sur  ce  qui  précède  :  une 
exposition  complète  exigerait  des  développements  que  nous  réservons 
poiu-  une  Note  spéciale.  Nous  ajouterons  cependant  quelques  re- 
marques. 

Les  transformations  précédentes  supposent  essentiellement  que  les 
racines  de  l'équation  caractéristique  soient  toutes  différentes;  il  fau- 
drait modifier  ces  transformations  clans  le  cas  des  racines  égales. 

Les  propositions  (/ji)  et  (/(G)  peuvent  se  démontrer  de  plusieurs 
manières;  la  première  peut  être  considérée  comme  un  corollaire  de  la 
relation  [de]"  que  Wronski  donne  dans  l'Introduction  à  la  philosophie 
(les  Malhématiqnes,  p.  il\\\  (46)  peut  aussi  s'en  déduire.  Quant  au 
calcul  des  fonctions  X,  Wronski  donne  le  moyen  de  les  calculer  dans 
le  Tome  m  de  la  Réforme,  p.  28  à  3i;  nous  indiquerons  les  diverses 
formes  que  l'on  peut  donner  aux  expressions  de  ces  fonctions.  Pour 
l'instant,  il  suffit  d'indiquer  les  suivantes;  on  a  la  relation  générale  des 
fonctions  X  pesitives  ou  négatives,  c'est-à-dire  quel  que  soit  le  nombre 
entier/;,  en  considérant  les  racines  d'une  équation  algébrique;  (3i) 
par  exemple,  est 

(49)  i^^.X(/;;  +  ^p^_,N(/;  — 1    +A,,_^Xi/)  — 2)  +...-H^oN(/J  —  f(.i  =  o; 

de  plus,  en  se  reportant  à  la  relation  (4';.  on  trouve  les  valeurs  ])ar- 
ticulières 

(49)'X(o)=i,     iK\-\\=o,     X':-2)  =  o,      ...,     x(_|7.-M)  =  o; 

la  relation  (49)  permet  donc  de  calculer  une  fonction  quelconque  N  p 
ou  X(  — />),  en  tenant  compte  des  valeurs  particulières  (49)'- 

Joitrii.  de  Maih.  (3"  série),  tome  VIII.  —  Mai  18S3.  20 
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I^es  transformations  que  nous  venons  de  donner  s'appliquent  direc- 
tement aux  équations  aux  différences  ou  aux  dérivées  partielles 
linéaires  et  à  coefficients  constants,  comme  nous  le  montrerons;  on 
pourrait  aussi  les  appliquer  aux  équations  différeiitielles  ordinaires,  au 
lieu  d'employer  des  sinus  pour  faire  disparaître  les  imaginaires,  selon 
l'usage. 

Il  est  inutile  de  donner  ici  ces  formules  :  on  ne  trouverait  aucun  in- 
térêt à  les  employer,  car,  les  transformations  par  les  fonctions  symé- 
triques devant  nécessairement  conduire  à  des  fonctions  transcendantes, 
on  ne  pourrait  obtenir  que  des  expressions  sans  forme  indéfinie, 
tandis  que  les  sinus  dont  on  possède  des  tables  peuvent  toujours  être 
utiHsés  et  facilitent  considérablement  les  calculs. 

Dans  le  cas  d'équations  qui  contiennent  des  différences,  équations 
linéaires  à  coefficients  constants,  on  pourrait  encore  grouper  deux  à 
deux  les  racines  imaginaires  de  l'équation  caractéristique,  au  lieu  de 
faire  usage  de  l'expression  (4^);  niais  ici  l'avantage  que  nous  venons 
de  signaler  pour  les  sinus  n'existe  plus;  néanmoins,  suivant  les  cas,  il 
faudra  choisir  entre  le  groupement  des  racines  et  la  transformation  pré- 
cédente. 

Au  reste,  le  groupement  des  racines  imaginaires  deux  à  deux  n'est 
qu'un  groupement  particulier;  M.  Yvoii  Villarceau  a  montré,  dans  le 
cas  d'équations  différentielles,  comment  devaient  intervenir  les  sinus 
des  ordres  supérieurs  dans  le  groupement  d'un  nombre  quelconque  de 
racines.  Depuis  la  publication  du  Mémoire  de  ce  géomètre,  bien  que 
des  travaux  aient  été  fiiits  sur  la  question,  nous  n'avons. pas  connais- 
sance que  l'on  ait  donné  la  solution  générale  de  ce  problème;  pour 
cette  raison,  nous  croyons  pouvoir  l'indiquer  ici.  A  cet  effet,  les  ra- 
cines de  l'équation  caractéristique  (17)  doivent  être  mises  sous  la 
forme 

(5o)  m  ==  a„  -t-  rt,  û  4-  a, (3-  ^- .  .  .  +  a,,,_i^"-~\ 

p  étant  l'une  des  racines  p."""'  de  l'unité  jiositive,  et  Oo,  a,,  . . .,  o^.-,, 
p.  quantités  qui  sont  les  mêmes  pour  les  p.  racines  de  la  caractéristique. 
On  sait  former  ces  quantités  a  pour  l'équation  du  troisième  degré,  et 
VVronski  a  donné  leur  formation  pour  les  degrés  supérieurs;  ces  quan- 
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tités  sont  toutes  réelles,  quand  les  fx  racines  sont  imaginaires.  Pour 
transformer  l'expression  (17  ',  il  suffit  maintenant  d'introduire  les  ex- 
pressions de  chacune  des  racines  sous  la  forme  1  5o)  dans  les  détermi- 
nants, N,  N,,  N.j Sans  tenir  compte  des  constantes  arbitraires,  (17)' 

est 

(01)  w^  =  '-J)Liy^  i-^y  '^,e'"--J^^(x)e-'"^-dx. 

Cette  somme  est  composée  de  ij.  termes;  elle  s'obtient  en  faisant  va- 
rier l'indice  a  de  i  à  p..  Les  déterminants  N,  N,,  Nj,  .  . .  sont  formés 
comme  ceux  de  (4°)'  et  (4o)",  au  produit  prés  des  racines. 

En  effectuant  les  calculs,  on  trouve 

w,  = 

I    '     Vo[B'."B-'...B;r."] 

■^^'     i      x2J(-ir®[Bi:...B:^^,j 

2^  est  la  somQie  de  tous  les  termes  qui  diffèrent  par  la  valeur  de  a, 
a  variant  de  i  à  p..—  \ ,  et  1.  est  la  somme  de  tous  ceux  qui  diffèrent 
par  la  valeur  de  -,  t  variant  de  zéro  à  u.  —  i  ;  les  indices  r  et  t'  sont 
liés  par  la  condition 

(5.')'  ■  r  +  r'=  lu.  ~  G, 

équation  indéterminée  qu  il  taut  résoudre  en  nombres  entiers  positifs. 
De  plus,  on  a 

(53)  k.:  =  Agr[[~  \y^Si,  afXS^ar,x . .  .Sp^,  _^^a^^^,x],, 

avec  la  condition 

(53)'  .  \p,  4-2/>2-i-..  .-f-    a  —  i)Pi,.-,  =  <7p. +  -; 

g  est  luî  nombre  entier,  et  les  indices/?,,  /Jj,  ...  peuvent  être  ensemble 
ou   séparément  o,    r,    2,  .  .. ,  ;  y.  —  i);   iS',,  est    le  p'""^  siims   d'ordre 
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(l^, _  i)  (<);  d'après  cette  notation,  5„  ou  S^.  représente  le  cosinus,  et 
dans  le  cas  présent  les  sinus  sont  du  genre  elliptique  quand  l'indice 
de  a,  dont  ils  sont  fonctions,  est  impair,  et  du  genre  hyperbolique 
quand  cet  indice  est  pair.  Les  quantités  A'  sont  les  mêmes  que  les 
quantités  A,  sauf  qu'il  faut  y  changer  le  signe  de  x.  Nous  avons  déjà 
indiqué  la  formation  des  agrégats;  nous  ne  nous  y  arrêtons  pas.  Enfui 
on  a  encore 

les  indices  p  devant  satisfaire  en  nombres  entiers  positifs  aux  condi- 
tions 

(    i/j,  —  2/7. +  ..  .1-    a— i)/jj,.,  =  ^,a+ 7. 
Si  !a  fonction  ij/    r    est  nulle,  l'expression  (02)  devient 

(55)  w,  =  l^^,k,^],\ 

Mt  étant  une  des  y.  constantes  arbitraires,  et  -  variant  de  i  à  u.. 

Ces  expressions  ne  sont,  en  réalité,  cjue  l'indication  des  calculs  à 
effectuer;  on  peut  facilement  le  vérifier  sur  l'équation  du  troisième 
degré.  Soit  ainsi  |Li=  3;  on  a 

©■  B','  B','  j  —  a,  a]-i-  2a,,an   —  aJ  -  a^-4-  2a„rt/'  ; 

i)our  (7=1, 

©[B',"l  =a.,: 
pour  G  =  2, 

©[B';']  =  a. 


(')  Nous  aurions  voulu  conserver  la  notation  des  sinus  adoptée  par  iM.  Yvon 
Villarceau,  mais  Wronski  ayant  en  partie  fait  usage  de  la  même  notation  pour 
repi'ésenler  d'autres  fonctions,  nous  avons  cru  devoir  désigner  les  sinus  par-la 
lettre  majuscule  5,  avec  un  indice  convenable.  Nous  représentons  ensuite  les 
sinus  du  genre  elliptique  par  la  lettre  de  ronde  S,  et  les  sinus  du  genre  livporl)o- 
lique  par  la  lettre  gothique  S.  Les  cosinus  sont  alors  S^,  §0,  So  ou  S^,  %^,  S,,,  ou 
encore  C,  S,  <C.  rpiand  il  devient  iiéces-iaire  de  les  distinguer  des  sinus. 


MÉTHODES    GÉNÉRALES    F.N    MATHÉMATIQUES.  J  67 

La  relation  (Sa)'  donne 


=  0,  r  =  I,  t  =  o, 

C  r=    I    /    T  —    I,  t'=  O,  t  —  O, 

T  =  2,  t'=  2,  /  =    I  : 

T  =  O,  t'  =  2,  ^  =  O, 


2°  (7=2<T==f,        T   =    I,        Z  =  0, 

f    T  =  2,        t'  --  O,        ^  =  O. 

Enfin,  pour  les  divcM's  indices  t,  (53)  flonne 

Ai  =  %(,a^xSS,a._x  -+-  S,  a,a;^„ao.r  +  §2^(^'^o^2'^j 

pour  l'indice  t',  il  faut  changer  x  en  — x;  d'après  la  remarque  que 
nous  avons  faite,  le  premier  sinus  dans  chaque  terme  est  du  genre 
ellipticpie  et  le  second  est  du  genre  hyperliolique.  Le  reste  du  calcul 
s'achèverait  sans  difficulté. 

Les  calculs  à  effectuer  directement  comme  vérification,  dans  le  cas 
de  l'équation  du  troisième  degré,  sont  identiques  à  ceux  qui  condui- 
sent à  l'expression  (52);  pour  cette  raison,  il  est  inutile  d  insister 
davantage  :  ils  se  réduisent  en  définitive  à  des  transformations  de 
déterminants.  Disons  cependant  que  ces  calculs  portent  en  partie  sur 
des  fonctions  symétriques  des  racines  de  l'unité,  de  la  forme 

Ces  fonctions  se  lencontrent  constamment  quand  on  veut  établir  la 
théorie  des  sinus  d'un  ordre  p.  :  aussi  avons-nous  déterminé  l'expres- 
sion générale  de  ces  fonctions;  néanmoins  elle  n'est  pas  indispensable 
ici.  Cette  expression,  insérée  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de 
r  Académie  des  Sciences,  n"  22,  du  3o  mai  i88i ,  peut  être  obtenue  de 
plusieurs  manières;  nous  sommes  même  parvenu  à  l'expression  de  la 
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fonction  symétrique  plus  générale  dans  laquelle  p,,  p^,  •••  représen- 
tent les  racines  d'une  équation  algébrique  quelconque.  On  n'ignore 
pas  que  les  géomètres,  tlepuis  plus  d'un  siècle,  ont  inutilement  cherché 
la  solution  de  ce  prolilème,  et  qu'ds  ont  dû  alors  se  borner  à  calculer 
des  tables  de  coefficients.  Nous  pourrons  donner  plus  tard  cette  solu- 
tion à  titre  de  curiosité,  car  l'énoncé  du  problème  dont  il  s'agit 
n'est  pas  conforme  au  véritable  objet  de  la  théorie  des  fonctions 
symétriques  ;  par  cette  solution,  on  aura  une  fois  de  plus  la  preuve 
que  les  principes  de  Wronski  permettent  de  résoudre  les  questions  ré- 
putées les  plus  difficiles. 

Pour  en  revenir  à  l'expression  (48),  il  nous  reste  à  calculer  ses  dif- 
férences et  ses  dérivées  par  rapport  à  la  variable  x.  Il  suffit,  dans  les 
termes  qui  dépendent  de  <^{x),  de  remplacer  cette  fonction  par  la 
différence  A"'(j;(a:)  que  l'on  considère;  il  en  serait  de  même  delà  dé- 
rivée. Cans  les  termes  indépendants  de  (|>(^),  comme  on  a 


An' 


on  voit  que  chaque  terme  donne  lieu  à  deux  nouveaux  termes;  pour 
la  seconde  différence  on  aurait  trois  ternies,  et  ainsi  de  suite,  tous 
ces  termes  provenant  du  développement  des  puissances  de  ?i  —  i . 
Enfin,  pour  les  dérivées,  comme  on  rencontre  le  logarithme  de  n,  on 
aurait  une  suite  illimitée  de  termes  de  même  espèce  que  les  pré- 
cédents. Il  convient  donc  d'après  cela,  pour  avoir  une  certaine  uni- 
formité dans  les  expressions  que  nous  voulons  obtenir,  de  transfor- 
mer les  fonctions  X,  qui  sont  formées  avec  les  coefficients  k  de 
l'équation  (38,  en  fonctions  N  formées  avec  les  coefficients  h  de 
l'équation  (3i). 

On  a,  en  remplaçant  n  par  i  -h  m. 


M'  1  N' 


=s<- 


1.2  A' 

w  g'''  S)(m\  . .  .m~'~'') 
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Cette  somme  indéfinie  a  ses  termes  formés  au  moyen  de  l'indice  v, 
qui  varie  de  zéro  à  H-  oc  ,  et  W  est  le  déterminant  N  dans  lequel  n  est 
remplacé  par;??. 

L'expression  [l^i]  donne  ainsi,  en  faisant  —  ç  =  —  u.  —  a. 


;56; 


^Vjd.(^  +  a«)^(-,)"j;^Nf-5-v)]. 


Tassons  à  la  seconde  expression;  on  a,  pour  la  fonction  Zx  ou  son 
équivalent,  en  vertu  de  {f\(î), 


(i){n\  ...  «       ...  n'')         çx-ii-i         çi»i-i  tD(m}  .  .  .  m.^ 


V-+i 


^(Q{m\...m'^^-  ...m-;)  (&(  w| ...  w^+' ..  .//(■') 

X  V  ■+-...  H  r^  ■--  ■ 

Maintenant,  en  formant  les  quantités  PiZi.PoZ,,  ...  et  faisant 
leur  somme,  puis  remplaçant  les  rapports  de  déterminants  par  les 
fonctions  N,  d'après  (4^^)'  (^n  tenant  compte  toutefois  de  ce  que 
les  coefficients  k  doivent  être  remplacés  par  les  coefficients  h,  puisque 
l'on  substitue  les  racines  m  aux  racines  n),  on  trouve 

rit i)  n<--ii-i\ 

-H  ^  (  P./^i  +  P./'.  +  ■  ■  ■  +  P,.^)  î<(  0 

-^[^{P>^i^-^^A, -+- ■  •  •  +  P,.-.^,.;  -H  7^' P. A.  -+■■-  +  i\J>,.)  I n;2)  + 

+  [7Ïp.^.  +  ^(P<V.+P.^)+---  +  7S(P.^.+----  +  PA)]nW- 

Faisons,  pour  abréger, 

/Q,  =  P,A, +  P,/î,  +  ...+P^/V, 
,j  )Q.=  P</'.+  P.'^3+-    +P^-.V 

Q^=P,V 
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l'expression  précédente  devient 


(p,4-...  +  P,^)n(o)  +  ^'q,X(i) 

7^  Q.  +  TTTTT  Q.)  Nv2;  +  ■  •  •  +  ^  Q!.N(Ç)- 


Faisons  encore,  pour  abréger, 

(58; 

Ro  =  P.  +  P.  7  +  P»  V  +  ■    •  +  P,  77^ 

on  a  définitivement 

(59)  fP,==£lîR,N(^). 

1  est  ici  une  intégrale  définie  dont  les  limites  sont  zéro  et  Ç. 

L'expression  (Sg;  est  générale,  car  si  l'indice  de  Q,  dans  (58),  est 
plus  grand  que  /x,  ce  coefficient  est  nul  d'après  (57)  ;  quant  à  la  fac- 
torielle  Ç''~',  elle  est  nulle  si  /?  >  Ç.car  elle  contient  le  facteur  (i,'  —  Ç), 
c'est-à-dire  zéro.  Si  Ç  </Jt,  la  valeur  de  w.^  se  réduit  à  Ro?  à  cause  des 
factorielles  qui  sont  nulles;  >i  Ç  est  négatif,  l'intégrale  est  évidenunent 
indéfinie,  puisque  le  développement  de  (1  -^ ///  ',  qui  était  limité 
pour  Ç  positif,  devient  indéfini  pour  Ç  négatif. 

D'après  ce  qui  précède,  on  passe  facilement  aux  différences  de  w.,. 
En  effet,  la  différence  de  n^  est  m.n^;  par  suite,  l'expression  de  AZx  est 

N 


ii-2:i    ^    II.-11.  N/ 


-i-.. 


En  achevant  le  calcul  comme  plus  haut,  on  trouverait 
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et  par  suite 

l'intégrale  a  pour  limites  zéro  et  Ç  +  i  pour  les  valeurs  positives  des 
Ç,  elle  est  indéfinie  pour  les  valeurs  négatives  de  la  \ariable. 
En  continuant  de  la  même  manière,  on  aurait 

;(ioi 

et  la  différence  est 

((h)  A^r,=  £3r^,R;"X(ff), 

l'intégrale  s'étendant  de  zéro  à  ^  +  v,  pour  les  valeurs  positives  de  'C, 
ou  pouvant  être  regardée  comme  intléfinie  pour  les  valeurs  négatives 
de  cette  variable. 

L'expression  des  coefficients  R  est  générale,  par  la  raison  qhc  nous 
avons  donnée  plus  haut. 

Cette  formule  (Gi)  permet  de  passer  à  l'expression  des  dérivées. 

En  effet,  on  a  n^Ln,  pour  la  dérivée  de  //5;  en  développant  donc  le 
logarithme,  il  \ient 

]jn  =  m  —  im-  4-  -3  w'  —  .... 

et  l'on  retombe,  par  suite,  sur  tles  transformations  identicpics  aux 
précédentes;  il  en  résulte 

(6-2)  'Ip  =  L  (au:.-  -  A=<r.,+  ~  A'tv,  -.,.)• 

'  r/.r  M  \  -        9,  -        ù  -  I 

r^es  autres  dérivées  dépendent  du  développement  des  |)uissan( es  chi 
logarithme;  Wronski  a  donné  des  formules  permettant  d'obtenir  les 
puissances  des  polynômes  cpiel  que  soit  le  nombre  de  leurs  termes. 
Il  est  inutile  d'insister  davantage  sur  ces  transformations,  dont  on  iloii 
avoir  saisi  l'esprit. 

Journ.  de  Math.  (3"  série),  tomo  Vlll.  —  Mai  18S2.  '■'■  ' 
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Suite  du  calcul  de  iinconnue.  Délerminalion  des  constantes.  —  Reve- 
nons à  la  question  principale.  Au  moyen  des  expressions  (35)  à  (36)', 
ou  des  mêmes  expressions  transformées  comme  nous  venons  de  le  faire, 
il  est  facile  de  calculer  les  divers  coefficients  II  de  la  fonction  9(7); 
désignant  par  un  accent  les  valeurs  particulières  que  prennent  ces 
coefficients  cpiand  on  remplace  >- par  u-,  on  obtient 

I         ffi(tv)  =y  A'n^IIl  — ij>(£c), 

(«)  ('-ï^)=Ë/^"-S/'-(^)' 

et  ainsi  de  suite  On  doit  se  rappeler  que  les  dérivées  enti'e  paren- 
thèses ne  sont  prises  que  sur  les  fonctions  de  iv  seulement.  Si  l'on 
tient  compte  des  dérivées  totales  de  cp{w),  comme  nous  l'avons  déjà 
fait  dans  le  cas  des  équations  différentielles,  les  dérivées  précédentes 
deviennent 


(  63 


d'oCr) 


On  calculerait  aussi  les  dérivées  de  F(t^')-  Lfs  dérivées  de  s(tp)  et 
de  F(m')  (  '  ),  portées  dans  l'expression  (22),  savoir  : 

F(r)  =  F(M'   — 


^64l)  ^   '^   ^ 


1     rce(.v)]^    r/rfcp(.r)\/rf^F(»-)\       /r/^9(»-)\/r/F(n)y| 
;/./-.(»OVH^   dx   A   di--   )      V    ^^'    A    d^)\ 


dx 


/i     ,-v      •  1-1  ■•       1        1.   •    .      '^"'    d-w  .   . 

(')   Un    inlrodiut  île   cette  manière   les   dérivées  -7- >  —, —  >•••;  ces   quanliles 

dx     dx- 

peuvent  se  déduire  de  la  valeur  fondamentale  (Sa),  mais  le  moyen  le  plus  conve- 
nable, eu  égard  à  la  convergence  de  l'expression  (22),  consiste  à  les  obtenir  par 
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donnent  l'expression  de  la  fonction  inconnue  F(j),  cette  fonction 
pouvant  se  réduire  à  J,  à  une  dérivée  ou  à  une  différence  de  y.  Nous 
rappelons  que  cette  expression  se  déduit  de  (3),  en  remplaçant  les 
différentielles  par  des  dérivées  prises  par  rapport  à  or,  d'après  les  for- 
mules (19),  (20)  et  (2f). 

On  doit  remarquer  que  la  valeur  moyenne  de  la  fonction  y,  ou  de 
V{y\.  est  donnée  exactement  par  l'équation  réduite;  donc,  pour  la 
valeur  movenne  de  y,  l'expression  (64)  se  réduit  à  son  premier  ternie, 
les  autres  étant  nuls.  Pour  les  valeurs  voisines  de  cette  valeur  moyenne 
de  l'inconnue,  l'expression  (64)  est  très  convergente,  et  cette  conver- 
gence diminue  à  mesure  que  la  fonction  inconnue  s'éloigne  de  cette 
valeur;  aussi  la  valeur  moyenne  dej'  doit-elle  être  choisie,  autant  que 
possible,  de  manière  à  représenter  la  moyenne  des  valeurs  de  la  fonc- 
tion cherchée,  dans  les  limites  dont  on  a  besoin. 

Si,  pour  certaines  valeurs  de  la  fonction,  l'expression  (G4)  n'était 
plus  assez  convergente  pour  l'approximation  que  l'on  désire,  ou  en- 
core si  elle  était  divergente,  il  faudrait  transformer  l'expression  don- 
née au  moyen  des  formides  de  la  génération  neutre,  ou  au  moven  de 
la  métliotle  d'exhaustion,  ou  par  tout  autre  moven  que  nous  avons 
déjà  iniliqué.  Dans  le  cas  de  la  méthode  d'exhaustion,  l'expression 
(22),  ou  (64),  prend  la  forme  (27),  et  les  valeurs  des  quantités  An',, 

.  ,  f/lï'i      f/-(T',  (fAH'i     d^w,  ,  1  '  1     •  ■  r  • 

A  IV,,  ...,  -7—)  —r-T}  •••>  —j — }     ,  .,  ;  ...,   S  en   déduisent  en  taisant 
aa;      dx-  dx        dx'' 

la  fonction  F  égale  à  l'une  de  ces  quantités;  ainsi  l'on  aurait,  pour 

^A.r, 
dx 

f/Au'i  r/An'  !i(H',  to)        c?'-A(i' 

dx  dx  fdo(w,  to)^     dx- 

dx 

Il  reste  encore  à  déterminer  les  constantes  arbitraires,  ainsi  (jue  les 
valeurs  moyennes  que  nous  avons  supposées  connues.  D'après  ce  qui 
a  déjà  été  dit  au  sujet  de  cette  détermination,  dans  le  cas  d'équations 

la  différentiation  de  l'équation  proposée.  Les  différences  A'^if  et  leurs  dérivées, 
provenant  des  différenliations  successives,  sont  considérées  comme  des  fonc- 
tions de  X  données  par  (Sa);  les  opérations  que  l'on  effectue  alors  introduisent 
au  premier  degré  les  dérivées  cherchées  et  permettent  de  les  calculer  facilement. 
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différentielles,  il  convient  tout  d'abord  de  prendre  les  valeurs  moyennes 
égales  aux  valeurs  initiales  qui  permettent  de  déterminer  les  constantes 
d'intégration;  on  obtient  alors  ces  constantes  au  moyen  d'un  système 
de  a  équations  linéaires  simultanées.  S  il  convient  ensuite  de  prendre 
les  valeurs  moyennes  dilférentes  des  valeurs  initiales  avec  les  expres- 
sions données  ])our  l'intégration,  expressions  qui  seront  complètement 
déterminées,  on  calculera  la  valeur  moyenne  ,3  de  y  au  moyen  de  celle 
de  a  de  .r,  connne  on  le  ferait  poiu'  des  valeurs  particulières  quel- 
conques; puis,  substituant  ces  quantités  a  et  ^  dans  lexpression  de  la 
valeur  fondamentale,  on  les  considérera  comme  de  nouvelles  valeurs 
initiales,  de  telle  sorte  que  les  nouvelles  constantes  d'intégration  seront 
déterminées  par  un  système  d'équations  linéaires  simultanées.  Ce  sys- 
tème sera  évidemment  le  même  que  le  précédent,  il  n'en  différera  que 
par  les  valeurs  numériques  des  variables;  les  formules  de  résolution 
ayant  servi  à  la  première  détermination  des  constantes  serviront  aussi 
à  la  seconde,  en  v  substituant  les  nouvelles  valeurs  initiales,  qui  sont 
les  valeurs  moyennes  adoptées. 

Ce  que  nous  avons  dit  au  sujet  de  l'intégration  des  équations  diffé- 
rentielles a  donc  lieu  aussi  pour  les  équations  contenant  des  diffé- 
rences; cela  nous  dispense  d'entrer  dans  plus  de  détails  :  lui  exemple 
suffira  pour  acbever  tl'élucider  la  question. 

Cinquième  exemple.  —  Les  équations  différentielles  que  nous  avons 
traitées  connue  second  exemple  d'application  de  la  méthode  secondaire 
représentent  la  marche  de  certains  phénomènes;  en  supposant  que  les 
conditions  de  ces  phénomènes  viennent  à  changer  périodiquement,  la 
loi  restant  la  même,  les  équations  différentielles  dont  nous  parlons  con- 
duisent à  former  deux  équations  nouvelles  qui  contiennent  des  diffé- 
rences au  lieu  de  différentielles.  L'une  de  ces  équations,  qu'd  suffit 
d'écrire,  est 

(a)  Ay  —  II  iiy  —  ru  =  o, 

en  faisant 

l  H  =:  [/j;  -^(j  ^y  —  b  -^  cp] 

I  '<     7    l^  +  gi^y—  bj-hcp— r-^^^—r, —  '  !• 
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b,  c,  /i,  p,  q,  l  et  /•  sonl  des  constantes,  b  est  la  valeur  que  prend  y 
pour  a;  ^  o,  et  n  est  la  différence  ù^x.  Telle  est  l'équation  que  nous 
nous  proposons  d'intégrer. 

Formons  l'équation  réduite;  pour  cela,  substituons  à  x  et  j,  dans  le 
coefficient  H,  leurs  valeurs  moyennes  a  et  p,  que  nous  prendrons 
égales  respectivement  aux  valevu's  initiales  zéro  et  è  ;  H  devient 

(p)'  '' = 'P\^{{^"f  ^  "-'P  -  "c)  ~  ^\' 

par  suite,  l'équation  réduite  est 

(j3)  Aiv  —  huw  —  ru  =  o, 

d'où  l'on  tire 

w=  M(i  +huf—  -■ 

La  constante  M,  déterminée  par  les  valeurs  initiales,  e.st 
ce  cjui  donne,  pour  la  valeur  fondamentale, 


on  en  déduit  les  quantités  suiv.intes  : 


^     =:(/>-(-   y)  -(l    -f-  A?/ )"L(l   +/»<), 


(V)  \    ^i.v  =  u{bJi-\- r)[[  -\- hu)" , 

'——  =  ( 6A  +  r)  (  I  +  A« )"  L(  I  -1-  hu). 

Nous  pouvons   maintenant  calculer  les  fonctions  ^(hj,   (      /-.     )' 
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pour  avoir  l'expression  de  rincomuie,  d'après  (64),  c'est-à-dire 

•^  /f/-iir\    dx 

-dF) 

Or,  d'après  (63)  et  (63)',  en  mettant  II'  pour  H  quand  on  substitue  ir 
l  o{w)  =  u[h—  H'jw', 

<"  i(^4?)-[f-(^)]- 

et,  si  l'on  écrit  la  dérivée  de  w  sous  la  forme 

L(i  -h  nu). 


(l.r  ~  ii\  h, 

on  obtient  pour  l'inconiiue,  avec  deux  termes  seulement, 

/>  —  ir 


Aux  quantités  h,  H  et  iï'  qui  entrent  dans  (s)  et  qui  sont  données 
par  (a)',  (j3)'  et  (y),  il  faut  joindre  la  suivante  : 

dU  _  /rfH\ 
l   r/,r  \  dx  ) 

(ç)     =.^j^[^a-+^(2j-&)+e/.-;^^^^^^::_^^^j-.j 

L'expression  (s)  donne  généralement  les  valeurs  de  l'inconnue,  mais 
si,  pour  certaines  valein's  de  x,  (s)  ne  donnait  pas  une  approximation 
suffisante,  il  conviendrait  de  recourir  à  divers  moyens  de  transfor- 
mation, tels  que  la  méthode  d'exhaustion  ou  le  changement  de  valeurs 
moyennes,  comme  on  le  sait  déjà. 
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Sur  la  détcrntination,  en  un  point.  (Pane  surface  du  second  ordre-, 
des  axes  de  l'indicatrice  et  des  rayons  de  courbure  princi- 
paux (  '  )  ; 
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Appelons  (E)  la  surface  du  second  ordre,  o  son  centre  et  m  le  point 
pour  lequel  nous  cherchons  les  éléments  de  courbure  de  cette  surface. 
Nous  supposons  connus  les  plans  principaux  de  (E)  et  son  plan  tan- 
gent en  m.  Proposons-nous  d'abord  de  construire  les  axes  de  l'indi- 
catrice de  (E)  pour  le  point  m. 

Appelons  x,  y,  z  les  points  de  rencontre  du  plan  tangent  en  m  avec 
les  trois  axes  de  (E).  Prenons  .r  comme  sommet  d'un  cône  que  nous 
circonscrivons  à  (  E).  Le  plan  de  la  courbe  de  contact  de  ce  cône  est 
parallèle  au  plan  [oy,  oz),  et  la  trace  de  ce  pian  sur  le  plan  tan- 
gent {xyz)  est  la  parallèle  à  yz  menée  du  point  m.  Clelfe  parallèle 
et  mx  sont  alors  deux  diamètres  conjugués  de  l'indicatrice  de  la  sur- 
face (E)  en  m.  Ceci  peut  se  répéter  en  prenant  les  cônes  circonscrits 
à  (E)  qui  ont  pour  sommet  j  ou  ;;. 

Nous  trouvons  ainsi  que  les  droites  mx,  my,  mz  et  les  parallèles  aux 
côtés  du  triangle  xyz,  issues  du  point  m,  sont   trois  couples  de  dia- 


(')    Voir  sur  le   même   sujet    uu    article  (]ue   M.   Lagueire  a  publié  clans  ce 
Journal,  3°  série,  t.  IV,  p.  2^7. 
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mètres  conjugués  de  Finclicatrice  on  m  et  forment  alors  un  faisceau  de 
six  droites  en  involution  (  '  ). 

L'ensemble  de  tous  les  systèmes  de  diamètres  conjugués  de  l'indi- 
catrice forme  deux  faisceaux  en  involution,  et  comme  dans  deux 
faisceaux  en  involution  il  existe  toujours  un  système  de  deux  rayons  con- 
jugués rectangulaires,  et  qu'il  rien  existe  quun  (■),  nous  n'avons  qu'à 
construire  ce  système  de  rayons  rectangulaires  pour  avoir  les  axes  de 
l'indicatrice  en  m. 

Effectuons  cette  construction,  qui  i>est  autre  que  la  construction 
connue  à  l'aide  de  laquelle  on  détermine  la  direction  des  axes  d'une 
conique  dont  on  donne  en  direction  deux  systèmes  de  diamètres  con- 
jugués. 

Suryz,  prenons  le  segment  compris  entre  le  point  y  et  la  parallèle  à  xz 
menée  du  point  m.  Sur  ce  segment  comme  diamètre,  décrivons  une  cir- 
conférence de  cercle.  Élevons  une  perpendiculaire  à  yz  à  partir  du  point 
où  cette  droite  est  rencontrée  par  xm.  Cette  perpendiculaire  rencontre  en 
deux  points  la  circonférence  que  nous  venons  de  décrire  :  les  droites  qui 
/'oignent  ces  deux  points  au  point  m  comprennent  entre  elles  des  angles 
dont  les  bissectrices  sont  les  axes  de  l' indicatrice  en  m. 

Par  les  quatre  points  m,  x,  y,  z,  faisons  passer  une  hyperbole  équi- 
latère.  On  sait  que  cette  courbe  passe  par  le  point  de  rencontre  des 
hauteurs  du  triangle  xyz  (ce  point  est  le  pied  p  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  a  sur  le  plan  tangent  xyz).  Coupons  cette  hyper- 
bole par  la  droite  à  l'infini  sur  son  plan.  Joignons,  par  des  droites,  le 
point  m  aux  points  où  cette  droite  rencontre  l'hyperbole  et  les  côtés  du 
quadrilatère  mxYz.  Nous  obtenons  ainsi  :  les  parallèles  menées  du 
point  m  aux  asj  niptotes  de  la  courbe,  les  droites  mjc,  mz  et  les  paral- 
lèles menées  du  point  m  aux  côtés  xy,  yz.  D'après  le  théorème  de  De- 
sargues, ces  droites  forment  un  faisceau  en  involution.  En  rapprochant 
ce  résultat  de  ce  qui  précède,  nous  voyons  cpie  : 

(')  On  sail  du  resle,  indépen(l<iminent  de  ce  que  nous  venons  dédire,  que  : 
si  par  un  même  point  on  mène  fies  droites  aux  trois  sommets  d'un  triangle, 
et  des  parallèles  aux  trois  côtés,  ces  six  droites  forment  trois  groupes  en  invo- 
lution. (CuASLES,  Traité  de  Géométrie  supérieure,  a"  édition,  p.  247.) 

(^)  Loc.  cit.,  p.  i65. 
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Les  axes  de  l'indicatrice  en  m  soni  parallèles  aux  asymptotes  de  l'hy- 
perbole équilatère  qui  passe  par  les  points  m,  x,  y,  z  [^). 

Dans  cette  hyperbole,  nous  avons  deux  triangles  inscrits  :  ce  sont 
xyz  et  le  triangle  formé  par  la  droite  de  l'infini  et  les  parallèles  aux 
asymptotes  menées  de  m.  Les  six  côtés  de  ces  triangles  sont  alors  tan- 
gents à  une  conique.  Cette  conique  est  une  parabole,  puisqu'elle  est 
tangente  à  la  droite  de  l'infini.  Le  point  m  est  un  point  de  la  direc- 
trice de  cette  parabole,  ainsi  que  le  point  p.  Nous  avons  alors  ce 
théorème  : 

Les  axes  de  l'indicatrice  en  m  sont  tangents  à  la  parabole  inscrite 
dans  le  triangle  xyz  et  dont  la  directrice  est  la  droite  qui  Joint  le 
point  m  au  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  o  sur  le  plan 
tangent  {xyz)  (-). 

Appelons  N  la  normale  en  m  à  (E),  etN',  N"  les  axes  de  l'indicatrice 
de  (E)  en  m.  Désignons  par  a,  b,  c  les  points  de  rencontre  de  N  avec 
les  plans  principaux  de  (E);  de  même,  pour  N',  on  aies  points  a',  b',  c', 
et  pour  N"  les  points  a",  b",  c".  Nous  venons  de  démontrer  que  les 
droites  W,W,a' a",b'b",c' c"  sont  tangentes  à  une  même  parabole, 
et,  comme  nous  pouvons  appliquer  le  même  théorème  aux  deux  sur- 
faces homofocales  (B'),  (H")  à  (E)  qui  passe  par  t7i,  nous  vovons  que 
dans  chacun  des  plans  (N,  N'),  (N,  N")  nous  avons  aussi  une  parabole 
tangente  aux  plans  principaux  de  (E);  l'une  est  tangente  à  N  et  N', 
l'autre  est  tangente  à  N  et  N". 

Considérons  en  particulier  la  parabole  qui,  sur  le  plan  (N,  N'),  est 
tangente  aux  droites  N,  N',  aa  ,  bb',  ce'.  Les  tangentes  à  cette  parabole 
déterminent  sur  deux  tangentes  fixes  des  segments  proportionnels.  Pre- 
nons comme  tangentes  fixes  N  et  la  tangente  qui  est  infiniment  voisine 


(')  Il  résulte  de  là  ce  ihéorème  connu  :  Les  axes  de  (E),  le  diamètre  om  et 
les  parallèles  menées  du  point  o  aux  axes  de  F  indicatrice  en  m  appartiennent 
à  un  même  cône  du  second  ordre. 

(^)  On  peut  arriver  à  ce  théorème  sans  passer  par  le  théorème  précédent  en  aj)- 
pliquant  le  corrélatif  du  théorème  de  Desargues. 
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de  celle-ci.  Puisque  cette  dernière  droite  est  dans  le  plan  d'une  section 
principale  de  (E)  et  qu'elle  est  partagée,  comme  N,  par  N'  et  les  plans 
principaux,  elle  est,  dans  le  plan  (N,  N'),  la  normale  de  (E)  qui  est  in- 
finiment voisine  deN  (').  Le  point  de  rencontre  p.,  de  ces  deux  tan- 
gentes infiniment  voisines,  qui  est  le  point  où  la  parabole  touche  N, 
est  alors  le  centre  de  courbure  principal  de  la  section  faite  dans  (E) 
par  le  plan  NN'  (-).  De  même,  on  a  sur  ]N'  le  point  de  contact  p.\  de 
cette  droite  avec  la  parabole,  qui  est  le  centre  de  courbure  principal  de 
la  section  faite  dans  (H')  par  le  plan  (N,  W).  Ce  que  nous  venons  de 
trouver  pour  la  parabole  inscrite  dans  l'angle  (TS,]N')  peut  se  répéter 
pour  les  deux  autres.  On  voit  donc  que  ces  trois  paraboles  touchent  les 
droites  N,  N',  IN"  aux  six  centres  de  courbures  principaux  des  surjaces 
homofocales  (E),  (H'),  (H"). 

Ea  même  propriété  des  tangentes  à  une  parabole  nous  donne  aussi 

'—  —  'LA,  et  comme  ce  dernier  rapport  est  égal  à  "^j  nous  retrouvons 
bc         b  c  '  "  <- 

ce  théorème   :  Les  normales  en  m  aux  trois  surfaces  homofocales  qui 

passent  par  ce  point  sont  partagées  par  les  plans  principaux  en  segments 

proportionnels. 

En  appliquant  toujours  la  propriété  des  tangentes  à  une  parabole  de 

déterminer  sur  deux  tangentes  fixes  des  segments  proportionnels,  on 

voit  encore  que  : 

Le  centre  de  courbure  p.,,  situé  sur  la  normale  JN  à  { E),  est  placé,  par 
rapport  aux  points  a,  b,  c  oii  cette  normale  rencontre  l<  s  plans  principaux. 


(')  Je  m'appuie  ici  sur  celte  propriété  que  les  normales  d'une  surface  du  second 
ordre  sonl  partagées  par  celte  surface  et  par  ses  plans  principaux  en  segments 
proportionnels,  propriété  qui  permet  aussi  d'arriver  directement  à  la  parabole 
employée  ici. 

(^)  On  peut  donc  énoncer  pour  l'espace  un  théorème  analogue  à  celui-ci  :  La 
parabole  tangente  aux  axes  d'une  ellipse  ainsi  qu'à  la  tangente  et  à  la  nor- 
male passant  par  un  point  donné  touche  cette  normale  au  centre  de  courbure 
de  l'ellipse,  théorème  que  j'ai  donné  en  1837,  dans  les  Nouvelles  Annalesde Ma- 
tlu'matiijucs.  p.  3^)8. 
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comme  le  point  m.  est  placé  sur  ^' ,  par  rapport  aux  poi  ni  s  a' ,  h' ,  c',  où  cette 
normale  rencontre  les  plans  principaux . 

De  même,  l'autre  centre  de  courbure  principal  [j.^^  situe  sur  N  est 
placé  par  rapport  aux  points  a,  b,  c  comme  m  est  placé  sur  N"  par  rap- 
port aux  points  a",  b",  c". 

D'après  cela,  on  peut  construire  a,  et  u.,  de  bien  des  manières  diffé- 
rentes. Voici  une  des  constructions  donnant  ces  points  : 

Par  les  points  a,  a',  a",  on  mène  des  plans  respectivement  perpendicu- 
laires à  y,  X',  N";  ces  plans  se  coupent  en  un  point  se.  De  même,  les  points 
b,  b\  b"  conduisent  de  la  même  manière  à  un  point  p.  Les  projections  de 
la  droite  a^  sur  les  plans  des  sections  principales  (N,  N'),  (N,  Ts^")  de    E 
rencontrent  N  aux  centres  de  courbure  principaux  iXf,  p..^. 

Cette  même  droite  ap  conduit  aussi  aux  centres  de  courbure  prin- 
cipaux des  surfaces  (H';,  (H"),  ainsi  qu'aux  axes  de  courbure  des  lignes 
de  courbure  suivant  lesquelles  les  trois  surfaces  homofocales  ;E  , 
(H'),  (H")  se  coupent  deux  à  deux. 

Il  est,  en  effet,  assez  facile,  d  après  ce  qui  précède,  de  démontrer  la 
propriété  suivante  : 

Trois  surfaces  homofocales  du  second  ordre  se  coupent  en  un  point  m. 
Les  normales  à  ces  surfaces  en  ce  point  sont  N,  N',  >  ".  Ces  normales 
rencontrent  les  plans  principaux  des  surfaces  homofocales,  la  première 
en  a,  b,  c,  la  deuxième  en  a  ,  h' ,  c' ,  et  la  troisième  en  a",  b",  c".  On 
élève  respect ii'ement  de  ces  points  des  plans  perpendiculaires  «  ces  nor- 
males. Les  plans  issus  des  points  a,  a',  a"  se  coupent  en  x.  On  obtient 
de  même  nn  point  fi  pour  b,  b',  b"  et  un  troisième  point  -j  pour  c.  c',  c". 
Ces  trois  points  x,  ,j,  y  appartiennent  à  une  même  droite  A. 

Les  projections  de  A  sur  les  plans  déterminés  par  les  normalcsli ,  'S', 'S", 
prises  deux  à  deux,  rencontrent  ces  normales  aux  centres  de  courbure 
principaux  des  trois  surfaces  homofocales. 

Ces  centres  de  courbure  sont  alors  aussi  les  projections  sur  les  nor- 
males N,  N',  N"  des  points  oii  A  perce  les  plans  déterminés  pur  ces  nor- 
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maies,  prises  deux  à  deux.  La  droite  qui  joint  les  projections  sur  deux  de 
ces  normales  du  point  où  A  perce  le  plan  de  ces  droites  est  Va-ie  de 
courbure  de  la  ligne  d'intersection  des  surfaces  homofocales  normales 
en  m  à  ce  plan    '  ^ . 


(')  \oir  une  INote  que  j'ai  communiquée  à  la  Société  Royale  de  Londres  dans 
la  séance  du  i6  mars  18S2. 
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Sur  les  fonctions  liypergéométriqaes  de  deux  variables  (  ')  ; 
Pau  m.  APPELE. 


1.  La  liaison  intime  qu'il  y  a  entre  les  fonctions  sphériques  et  la 
série  hypergéométrique  de  Gauss  est  bien  connue,  et  se  trouve  parti- 
culièrement mise  en  évidence  dans  le  savant  Ouvrage  que  ]M.  Heine  a 
publié  sur  ces  fonctions. 

Je  me  suis  proposé  de  rattacher,  de  la  même  façon,  les  polynômes 

,   '    , — '- de  M.  Ilermite  à  des  fonctions  de  deux  variables 

dx'"  dj'^ 

analogues  à  la  série  de  Gauss.  J'ai  été  ainsi  conduit  à  considérer 
quatre  fonctions  nouvelles  cjui,  à  divers  titres,  doivent  être,  regardées 
comme  des  généralisations  de  la  fonction  F(a,  |3,  y,  x). 

L'étude  de  ces  fonctions,  leur  définition  par  des  équations  différen- 
tielles linéaires  simultanées,  leur  représentation  par  des  intégrales  défi- 
nies forment,  respectivement,  l'objet  des  trois  premiers  Chapitres  du 
présent  Mémoire. 

Le  quatrième  et  dernier  Chapitre  est  consacré  à  l'étude  de  fondions 
satisfaisant  à  une  équation  différentielle  linéaire  du  deuxième  ordre 
aux  dérivées  partielles,  équation  qui  comprend,  comme  cas  parti- 
culier, celle  des  fonctions  Y„  de  Laplace,  et  qui  fournit  ainsi  une 
extension  intéressante  des  ])rincipales  j)ropriétés   de    ces   fonctions. 

Qu'il  me  soit  permis  de  remercier  ici  M.  Heine,  dont  les  conseils  et 

(')  Ce  Mémoire  a  élé  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  dans  la  séance  du 
29  mars  1880;  je  lui  al  fait  subir  (jtielques  modifications,  afin  d'y  faire  rentrer  les 
résultats  que  j'ai  obtenus  depuis  et  qui  ont  été  indiqués  dans  deux  Notes  présen- 
tées à  l'Académie  les  26  avril  et  16  août  1880. 
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les  encouragements  bienveillants  m'ont  été  d'un  grand  secours  dans  ce 
travail  ('). 

CHAPITRE  I. 

2.  Soient  k  uu  entier  positif,  ).  une  quantité  quelconque;  je  désigne 
le  jM'oduit 

>.().  +  i)...(). +  X--I) 

par  (X,  k],  et  je  conviens  que  (),  o)  =  i.  Les  séries  les  plus  simples 
qu'il  convient  de  considérer  comme  généralisation  de  la  série  hyper- 
géométrique  de  Gaiiss  sont  les  suivantes  : 

r  I   a,  p,  ,5  ,  7,  X.  y     =  \ '—^ -^ x"'y", 

1  1    '  I     '    <'  .  ^^    i-;,/!!  -h /l)  {l,iii)(l,'n  "^ 

\   T?   f       (i    c'         '  V  (2, /» +/i')(3,  w)  (!i',«j      „,    ,, 

1  r.,1  a,  H, ,;  ,  7, 7  ,œ,r;=  > -, — ~ — r-^ x"'V, 

1  1,1  a,a \f-i,lj  ,y,x,y  =  >  —^ " ^ — x"'y", 

I  M  '1    '/'     '.    .'        ^(  V, /« -f- /()  (i,"'j  (',") 

\    T?   /        r.             '              '           \^  {a,iii -i~  n)  (P,  m-h  n)      ,,,    „ 
i   F,  a,  [i,  7,  7  ,  a-,  ri    =   >  ^-^ —     ,      ^ ■  x"'^■", 

la  sommation  s'étendant  aux  valeius  entières  de  m  et  n  de  zéro  à  l'in- 
fini.  Voici  comment  on  peut  former  ces  fonctions  (i).  Soit 


la  série  de  Gauss.  Formons  le  produit  ¥{(/.,  |3,  y,  .r).F(a',  p'.y'.V);  le 
terme  général  de  ce  produit  est 

(a,m)(a',«)(p,»0(r^',/0  ^,      , 

llemplaçons  dans  ce  terme  général  certains  produits  tels  cpic  [a,  m] 
[oc,  n)par(a,m+n)  de  toutes  les  manières  possibles;  nous  obtiendrons  les 

('}  Depuis  que  ces  lignes  sont  écrites,  la  nioil  a  enlevé  M.  Heine  à  la  science; 
je  lue  fais  un  devoir  de  rendre  un  dernier  hommage  à  sa  mémoire 
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,       ,  ,  ,     .         ,     ,     ,  1-         .  (ï.  /H  -H  «  )f3.  /H  -t-  rt)        ,„ 

termes  "eneraux  des  séries!  i  .  1-a  combinaison — r-^ r-f  y 

ne  donne  pas  une  série  nouvelle;  elle  donne  la  série  F(a,  /3,  7,  x-+-y  . 

En  suivant  la  même  régie,  on  pourra  déduire,  des  séries  hypergéo- 
métriqiies  d'une  variable  do  tous  les  ordres,  des  séries  analogues  de 
deux  variables. 

Les  séries  (i)  peuvent  s'écrire  de  la  façon  suivante,  où  elles  sont  or- 
données par  rapport  à  x  : 

l,fa,3,  ,'5',  7,  x,vi    =   y TT^- r  !•  y.  -f-  m.  ['j  ,  7  +  in,y  ■r"'. 

„  r,    ri  I  V^  (a,  mUS. /"  )  ,,  ri       i  m 

F..:«,,'5,,';  ,  7,7  ,j",  v,=   >  ^ ~ l<i«-i-m,  fc  ,  V  .  v  .r'". 

-     MM   '/'/'    '.        j/j  (y,  »n(i,  wij    '  '     '    ' 

F,'«,a'6,6',7,  ;r,  y)=  >   , -^ -Fia',  ,6',  7 -H  m,  vx", 

«1  =  0 

F.,'  (/.,Pj,'/,'J  ,-r,Yi     =    >, -r -Fla  +  ??■^,p-^-w^,7  ,  V  a;'". 

On  obtient  des  formes  semblables  en  ordonnant  les  quatre  séries  par 
rapport  à  y. 

On  voit  immédiatement  que  les  dérivées  partielles  des  séries  1  par 
rapport  à  x  ou  r  sont  des  séries  de  même  espèce.  Ainsi, 

dF,        «H  n  /  c  Cl        , 

-^  =  —  F/ a  4-  I ,  ,'i  +  I ,  .'5  ,  7  +  I ,  .r,  r  I 

Or  T 

On  voit  aussi  que  l'on  pourra  former  un  grand  nombre  de  fornudes 
analogues   à   celles  que   donne   (iauss   par   la   série   F,   comme,  par 

exemple, 

F,i'«,,'5,p',7,.r,  rj  —  F,(a-f-  i,/3,  |B',  y,  x,y) 

3  r 

=  —  ^F,(«-+-  I,  /3+  ï,^',-/-h  i,x-,y) 

3'  V 
—  ^F,{oc-h  i,[i,[i'  -h  1,7-+-  i,T,y), 

F,(«,^,/3',7,a-,j')-F,(a,/3  +  i,|5',7,.r,j) 
-^-  yF,(«+  r,j'3-hi,p',7-f-  i,J-,  7). 
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5.  Les  séries  (i)  se  réduisent  à  tles  séries  hypergéométriques  d'une 
variable  quand  on  fait  x  =  o  oiiy  =  o  Mais  il  est  d'autres  cas  où  ces 
séries  se  réduisent  à  la  série  F.  Prenons,  par  exemple,  la  série  F,  sous 
la  forme  (2)  et  faisons  j=  r.  On  a,  en  supposant 

«  +  p'—  7  <  o, 

^  ''    '  '  '    '       Mt  — =')i(ï  — ?  -i-"0 

_  r(Y.)r(Y  — a-p')       (y,/») 


d'oii  l'on  conclut 

{■i)       F.(«,[3,/3',7,a.,.)  =  ;;|;;^^^-;i^:;Fic.,/3,7-^',a:;. 

On   obtient  une  formule    analogue   en  faisant  x=i,   et   supposant 
«  -4-  /3  —  7  <  o. 

La  série  F,  se  réduit  encore  à  la  série  F  quand  y  =  oc.  Pour  le 
montrer,  faisons  j  ==  fa; ;  on  a,  en  ordonnant  par  rapport  aux  puis- 
sances de  a\ 

la  fonction  F  qui  figure  dans  le  coefficient  de  x"  est  un  polynôme.  Si 
l'on  fait  ^  =  I ,  on  a 

F(/5',-«,-r.-«-^.,.)=^^(^^ 


(4)  F.(a,  fi,  /5'.  7.  X,  x)  =  F(a,  [^  +  fî',  7,  .r). 

^  oici  encore  un  cas  de  réduction.  Partons  de  la  fornuile 

(a)  F  a,ô,7,a--f-y)=   >7 irr rF(iz  +  m,  Ti  +  «,7 +  /«,  y  a-'". 

^  V     '  I    '  «  ^  /         ^  (y,  /«)  (i ,  w  )  '  '  "^  ' 

m  =0 

On   a,  d'après  une  formule  connue     \oh' Gauss  M'crAc,  111.  Ilantl. 
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p.  218,  éq.  91), 

F{x  +  m,  ^  +  TO,  y  +  m,  y) 

=  (i  —  j)"'""  F  (a  4-  m,  y  -  ,'S.  y  +  m, -^ 


en  substituant  et  se  reportant  aux  formules  (2^,  on  voit  que 

(5)    F(^A,^>,y.a.+j)  =  (.-j)-F,(a,,^.y-,^,y,^,,^.), 

formule  qui  montre  que  la  série  F,  se  ramène  à  F  toutes  les  fois  qu( 

En  partant  de  la  formule    a  ,  et  appliquant  la  relation  d'Euler 
F'{  «  -r-  m.  [j  —  m.  y  -^  7?^,  y)  =  (i  — j/p-^-?-'"  Fiy  —  a.  y  —  j^,  y  +  m,  v) 
on  obtient  la  relation 


(5')  F(a,  ,3,  y,  o^  ^y)  =  (i  -  y)ï-='-?F3  (^a,  y  -  «,  ,5,  y  -  fi.  y,  t^t^.»/). 

qui  montre  que  la  série  F3  se  ramène  à  F  toutes  les  fois  que 

a  -+-  a'  =  /S  +  p'  =  y. 

Enfin  on  peut  montrer  que  la  série  F,  se  ramène  toujours  k  F,.  Pour 
cela,  prenons  la  forme  (2)  de  F,  et  appliquons  la  formule  déjà  em- 
ployée précédemment, 

F{a-^m.[i',-/  ^m,  r)  =  (i-/r^'F(|S',y-a.  y^w,  -  7^.)' 

nous  avons 

(6)   F.(«,  fi,  fi',  y,  X,  y)  =  (  i  -y)'^'  F,  (a,  fi',  fi,  y  -  y.,  y,  or,  -^), 

et,  de  même, 

(6')  F,(«,  fi,  fi',  y,  x,y)  =  {i-  œ)'? F,  (^«,  /3,  fi',  y  -  a,  y,  v.  -^^ 

En  appliquant  aux  fonctions  (2)  ou  à  la  fonction  [a  :  les  autres  for- 
mules relatives  à  la  série  F  qui  se  trouvent  dans  le  troisième  A  olnme 

o 
Joiirn.  de  Math.  {V  série),  tome  VIII.  —  Mai  1882.  -^ 
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des  OEiivres  de  Gauss  ou  dans  le  Mémoire  de  JNI.  Rummer  .Journal  de 
Crelle,  t.  15),  on  obtiendra  d'autres  relations  analogues  aux  précé- 
dentes, qu'd  est  inutile  d'exposer  ici. 

4.  ^  oici  d'abord  quelques  remarques  sur  la  convergence  des  quatre 
séries. 

F, .  —  Le  terme  général  de  la  série  F,  est 

et  l'on  a 

lim(/n  +  »)^-'m'-Pn'-^-A,„,„=  ^  r(P)r(^')     ("^  =  «  =  ^)- 

Soient 

a  =  «,  +  a,?,     fi  =  fi,-i-fiJ,     [^' =  [^\  ^  fi'J ^     7  =7- +72''. 

i  désignant  le  svmbole  \J  —  i  ;  soitN  un  nombre  plus  grand  que  le  mo- 
dule de -^  — ^ — r^-  Désignons,  en  outre,  par  rt  et  6  les  modules 

respectifs  de  x  et  r.  On  aura,  pour  toutes  les  valeurs  de  m  et  n  plus 
grandes  que  certains  nombres  déterminés  m,  et  n,, 

mod .  A^  „  x'"y"  <  -, „  \!     .  3    1  .,  «'"  h" , 

d'où  l'on  conclut  immédiatement  que  la  série  F,  est  convergente  tant 
que  a  et  h  sont  moindres  que  l'unité.  On  montre  de  même  que,  si  a 
ou  h  est  plus  grand  que  l'unité,  la  série  F,  est  divergente. 
Fj.  —  Le  terme  général  de  la  série  F^  est 

A        v.'n  ,/'  _   {■^,m^n){^,m){%',n) 
A»."'^    }    -(Y,m)(y,«)(i,«i)(.,H)        J    ' 
'"t  l'on  a 

lim(m  +  «/-m^-?nï'-P'i--^---^^^^^-^A„  „  =  -^MI^l,        - 
^  '  i.3...«î-f-«       ""'"      r(P)r(^')r(a) 

Soient,  comme  précédemmenl,  «,,  j';,,  ,3,,  y,,  y,  les  parties  réelles 


FONCTIONS    HTPERGÉOMÉTRIQUES    DE    DEDX    VARIABLES.  179 

tle  a,  j*?.  |3',  y,  y',  et  N  iin  nombre  plus  grand  que  le  moilule  de 

r(T)r(Y') 


r(|3)r(?')r(a) 
Un  a,  à  partir  de  valeurs  déterminées  suffisamment  grandes  de  m  et  «, 


mod.  A,,,  ,,  a:"'y"<'N "  "  "  "  " [in  +  ni^^  'm*''  "'■'«f'i  ^!a"7/'. 


Soit  £  un  nombre  positif  plus  grand  que  jS,  —  y, ,  |5,  —  y',  ;  on  a 

B  -V     P/-V'  ^      ^    .^  (m  +  Il )-= 


la  série  des  modules  a  donc  ses  termes  respectivement  moindres  que 
ceux  de  la  série 

4  Z^  i .  2 .  . .  m .  i  .2 .  .  .  n  ^  ' 

a 

or  celte  dernière  série  peut  s'écrire 

(1.=  =0 

et  elle  est  convergente  tant  que 

a  +  6  <  I . 

Donc  la  série  F.  est  convergente  tant  que 

mod.  X  +  mod.  j  <  i . 

On  démontre,  par  une  méthode  analogue  à  la  précédente,  qu'elle 
est  divergente  si 

mod .  X  4-  mod .  y  >  i . 
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F^.  —  Le  terme  général  de  la  série  F3  est 

("i,  m  +  n){i,  m)  (\,  n)  -^ 

On  a 

r(-.') 


A,„„  = 


1.2. . .«1.1.2. ..«'  '"'"      r(a)r(a')r(?)r(p')' 

doù  l'on  conclut,  comme  ci-dessus, 

mod.  A„  „ x'"  >'"<  Nm*i"? -^ n'^''*^'~^ [m  +  /? )'-t'i  '-•■"'■'■-■■" a'" h", 
•         -  '  i.î.  .  .m  ^  n 

et,  comme 

I  .  2 ...»).  T .  2 ...  «     ^ 
<i. 

I  .  2  .  .  .  /«  -i-  // 

mod.  A,„,„ar"'i'«<]S;  .m^+?--n°':+?^-(m  -;-  n)'-^'a'"b"  ; 

la  série  F3  est  donc  convergente  lorsque  a  et  A  sont  moindres  que 
l'unité. 

Elle  est  divergente  si  a  ou  b  est  plus  grand  que  l'unité,  ainsi  f|uc 
l'on  s'en  assure  facilement. 

Fj.  —  Prenons  entin  la  série  F.  dont  le  terme  général  est 

A.  ,.x">r  =  ^"  "'  ^  ^' V' -  "'  r  "^  .^"'y  ; 


on  a,  dans  ce  cas. 


\     i.2...//n-/i      /       •        r(a)r(3) 


Soit  encore  ici  N  un  nombre  plus  grand  que  le   module   de  cette 
limite;  à  partir  de  certaines  valeurs  déterminées  de  m  et  n,  on  aura 


mod  A„,  „a^"y"<  N.  m  ^  n  '^''?<-m'''^'n'~''",l '—^-^ '— —  )  a'"h". 

m,  Il  j        ^  '  \1  .2.  .  .1»  .  l  .2.  .  .nj 

Soit  £  un  nombre  positif  [)lus  grand  cpie  1—71  et  1  —  y',  ;  alors 
m'   ''/i'    ',>/7r«-2- ji > 
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d'où 

rnotl  A,„  „  x"'y"  <  N •  ~  f m  -t-  « )^+P,+2^-2  (     '■^■■■">'^"      y ^^m ^„ _ 
'  ■^  4  \i  .■2.  .  .in.i  .2.  .  ./i  I 

La  série  des  modules  est  donc  convergente  en  même  temps  que  l;i 
série 

>  (m  ^-  nfi+Pi+-=  M  ■ ■ a"'b"; 

^  '  \l  .2  .  .  .1)1.  l  .2.  .  ./l  J 

dans  cette  dernière  série,  groupons  les  termes  pour  lesquels  m  -j-n^  u.; 
elle  devient 

on  voit  immétliatement  que  le  polynôme  entre  parenthèses  est  moindre 
que 

La  série  des  modules  est  donc  convergente   en  même  temps   que  la 
série 

ii  =  0 

laquelle  est  convergente  tant  que  \/a  +  V6<C  '• 
Donc,  la  série  F,,  est  convergente  si 

mod  \Jx  -+-  mod  \/y  <^  i . 


CHAPITRE  IL 

Définition  des  quatre  fonctions  par  des  équations  différentielles  linéaires 
simultanées  aur  dérivées  partielles. 

5.  De  même  que  la  fonction  hypergéométrique  de  Gauss  satisfait  à 
une  équation  différentielle  linéaire  qui  permet  de  définir  cette  fonction 
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j)our  toutes  les  valeurs  de  la  variable  indépendante;  de  même,  nos 
quatre  fonctions  F,,  ¥n,  F.j,  F,,  satisfont  à  des  équations  différentielles 
siuudtanées  permettant  de  les  définir  pour  tous  les  groupes  de  valeurs 
des  variables  indéjjendantes  .r  et  y. 

Ces  équations  sont  les  suivantes,  ainsi  qu'on  le  vérifie  facilement  : 

i{x  —  a;-)r-f-/(i  —  x)s  -h  [y  —  [a  -^  fi  -+-  \)x]p  —  [iyq  —  c/.^z-  =  o. 
{{y  —  y')t  -+'x{i  —y)s-+-  [y  —  {%  -^jS'-i-  \)y'\q  —  Çl)xp  —  a^'z  =  o; 
l{x  —  x-)7'  —  xys  ■+-  [7  —  (a  -I-  i'5  +  ^)^]p  —  ['yç  —  «i'5=  =  <J. 


l[x  —  x-)r--i-ys  -h  Ty  —  («  -1-  j3  -I-  i)x]p  —  afjz  =  o, 

•P3  ! 

[{y  —  y')t  -+-XS+  17  —  (a'+  ,';'-f-  x)v]y  —  a'fj'z  =  0; 

Ux  —  x-)r—y- 1  —  ixy s -^\^j  —  [y.-\-9j -ir  ^)x^p  —  'v.^[J-\-\)yq  —  vfJZ  —  o, 
'\{y-y-)t-x''r--2xys^[i-{ry.+li  +  i)y]q-{a+[-:,  +  i)xp-y.[i,z^o. 

Dans  ces  équations  les  lettres  p.  q,  r,  s,  t  désignent,  comme  il  est 
d'usage,  les  dérivées  partielles 

6l£  ^  (}^  ù-'-Z  C?Z 

ôx       dy       ôx-      dxdy      ôy- 

Indiquons  d'abord,  quelques  théorèmes  généraux  sur  les  équations 
différentielles  linéaires  simultanées  de  la  forme  précédente. 

6.  Considérons,  d'une  manière  générale,  les  équations  simultanées 

i^-j)      r^=afS  -h  ciiP  -ha^q  ^  a^z,     i  =  b,s -h  b^p -i- b^q  ^  ù^z, 

les  a  et  les  b  étant  des  fonctions  de  .r  etj'    Supposons  que  la  quan- 
tité i  —  a,b,  ne  soit  pas  nulle  identiquement  et  que  la  condition  dinté- 

grabilité  .    '     =  soit  remj)lie  identiquement,  c'est-à-dire  quels 

que  soient  a;,  y,  z,p,  q,  s.  Dans  ces  conditions,  on  peut  démontrer  la 
proposition  suivante  : 

TuiioRÎ:;MF.  I.  —  Soit  x„.  i'„  un  svslème  de  valeurs  des  variables  x  et  y 
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lel  que,  pour  des  valeurs  de  ces  variables  voisines  de  .r„  et  j'„,  les  coeffi- 
cients des  équations  (7)  soient  holonaorphcs,  et  que  la  quantité  i  —  a^b, 
ne  soit  pas  nulle  pour  œ=^x^,  y=zy^;  on  pourra  satisfaire  aux  équa- 
tions (  y  )  par  une  fonction  de  x  et  y  holomorphe  dans  le  voisina f^e  des 
valeurs  x^,  y,,,  les  valeurs  de  cette  fonction  et  des  trois  dérivées  p,  q,  s 
étant  arbitraires  pour  a?  =  .To,  j' =  }'„. 

Ce  ihéorèiTie  se  déduit  facilement  d'dii  théorème  sur  les  équations 
aux  différentielles  totales,  démontré  par  M.  Bouquet  [Bulletin  des 
Sciences  mathématiques,  t.  III,  p.  265).  Pour  le  montrer,  différentions 
la  première  des  équations  (  7  )  par  rapport  à  y,  la  deuxième  par  rapport 

kx,  et  remplaçons  -:- par  ,->  ^r— par-:--  Nous  obtenons  ainsi   deux 

équations  du  premier  degré  par  rapport  à  -p.'  7-.'  d'où  l'on  pourra  tirer 

ces  deux  quantités,  car  le  déterminant  des  inconnues  est  précisé- 
ment \  —  a^b^  que  l'on  suppose  différent  de  zéro.  On  a,  de  cette  façon, 

Ô!!     <)s     .  .....  ,  ,, 

pour  -r-^,  y-,  des  expres.sions  imeau'es  en  r,  s,  l,  p,  q,  z  que  1  on  peut 

ramener  à  ne  contenir  que  s,p,  q,  :■  k  l'aide  des  équations  (y) 

(8)     |^  =  «,5-f-a,/J4-a3y  +  a,,.^,     ^  ==  fi,*  +  ,3,/7  +  fi,^  +  ,3.,  =  . 

Cela  po.sé,  considérons  le  système  d'équations  aux  différentielles  to- 
tales 

dz  ^  pdx  -+-  q  dy, 

dp  =  (fl,s  -1-  a.jp  -+-  a.^q  -h  a.,z]  dx  -+-  sdy, 
j  dq^sdx  -\-[hfS  -h  b^p  +  b.^q  -+-  b,,z)  dy, 
\  ds  =  (c/.,s  -i-  a.^p  +  u-^q  -i-  r/..z]dx-\-{(j,s-{-  ^.,p  ■+-  ^j-^q  -^  ^.,z  dy. 

Les  conditions  d'intégrahilité  de  ce  système  se  réduisent  à  une  seule 

d'^s    d-a 

dxdy        ihà.t: 
II 

(j(g,^-H»2/'  +  a3<y  H-«tJ)  _  ^)  ( IJi.t  +  ^.2/'  +  ^37  +  ,3t .- ) 
df  ~  d.i- 
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que  nous  supposons  remplie  identiquement.  Les  coefficients  de  dx 
et  dy  sont,  d'après  les  liypothèses  faites,  holomorphes  dans  le  \'oisinage 
des  valeurs  x  =  x^,  y  =  Jo.  quelles  que  soient  les  valeurs  de  :,p,  q,  s; 
on  peut  donc  appliquer  le  théorème  de  M.  Bouquet,  et  l'on  a  le  théo- 
rème I  qu'il  fallait  démontrer. 

Le  théorème  précédent  s'applique  aux  équations  ¥.-.,  F,,  F^,  ainsi 
que  ceux  qui  vont  suivre.  Il  y  a  exception  pour  les  équations  F,  pour 
lesquelles  la  quantité  i  —a,  6,  est  nulle  identiquement,  circonstance 
(]ue  nous  examinerons  plus  loin. 

Dans  ce  qui  suit,  j'appelle  couple  de  valeurs  singulières  un  couple  de 
valeurs  a;  =  S,  y  —  /;  tel  que  pour  ces  valeurs  i  —  a,b,  s'annule,  ou  que 
les  coefficients  a  et  b  ne  soient  pas,  dans  le  voisinage  de  ces  valeurs, 
développables  en  séries  de  la  forme 


y  A,„„{x-^y 


y  -  fi  r 


7.  Il  est,  d'après  ce  qui  précède,  aisé  de  définir  ce  qu'il  faut  en- 
tendre par  une  fonction  satisfaisant  aux  équations  (7).  Donnons  à  v 
une  valeur  constante  y^,  qui  ne  soit  pas  une  valeur  singulière  pour  les 
coefficients  a  et  è  et  qui  n'annule  pas  la  quantité  1  —  a,  ft,.  Soit  T  une 
portion  du  plan  des  .t  limitée  par  un  contour  simple,  dans  laquelle  les 
coefficients  a  et  b  soient  des  fonctions  holomorphes  do  œ  et  la  quan- 
tité I  —a^b,  .soit  différente  de  zéro,  à  l'exception  de  points  «V;  "•«/</? /ï 
isolés  les  uns  des  autres.  Soient  a7„  et  œ  deux  points  non  singuliers  de 
la  sui'face  T;  joignons-les  par  une  courbe  quelconque  XgX  située  entiè- 
rement dans  la  surface  T  et  ne  passant  par  aucun  des  points  singuliers; 
choisissons  arbitrairement  les  valeurs  de  :;  et  des  dérivées  /;,  q,  s  au 
point  x„.  Au  moyen  de  la  continuité,  l'on  pourra  en  déduire  les  valeurs 
de  la  fonction  z  tout  le  long  de  la  courbe  x^x. 

[nversement,  on  pourra  laisser  x  constant  et  faire  varier  j'.  De  sorte 
que  l'on  pourra  toujours  passer  de  la  valeur  de  la  fonclion  pour  x  =  .r„, 
y=zyg  à  la  valeur  de  la  fonction  pour  ir  =  j:-, ,  y  =  y,,  poiu'vu  que 
les  couples.de  valeurs  [Xg, y„),  {x,,  y^)  ne  soient  pas  des  couples  "de 
valeurs  singulières. 

8.  TuÉoiiÈMi:  IL  —  Si  ton  a  cinq  fondions  z,,  z.,,  :;.,,  c,,  z-^  satisfai- 
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saut  aux  ccjuations  (7),  il  y  a  entre  ces  fonctions  une  relation  linéaire  à 
rocfjicienls  constants,  telle  que 

Cl,  ;,  -f-  Cor,  +  C,  =,  +  C, :; ,  -h  ( '5 2,  =  o. 

Pour  le  démontrer,  appelons /j,,  y,,  5,  les  dérivées  de  i;,,  et  faisons 

P  =  C,/>,  +  C..,p.,-\-..  .4-  C-^p.^, 
Q=C,y,  +  Coy,  ^...-i-C^y,, 
S  =:C,:f,  -\-Ç.,s.,  +...+  ('5^5  ; 

les  multiplicateurs  C  étant,  pour  le  moment,  des  fonetions  quel- 
conques de  X  et  y.  Puisque  les  cinq  fonctions  satisfont  aux  équa- 
tions (9),  on  a,  comme  on  le  vérifie  facilement, 

ciL  =  Vdr  +  Qdy  ^  z,dC,  +  z,dC,  ^ . . .+  z,dC^, 

dV  ^  iV/,S  +  a,P  +  «,Q  +  a,Z)dx  +  Sdy  ^p,dC,  -hp,dC, 

9')  YfQ  =  ^dx  +  ih,S  +  b,P  +  b,q  +  b,Z)dy  +  q,dC,  -^  (f.^dC, 
+  .  ..  +  r/,5f/C5, 

dS  =f^><,S  +  a,P  +  a,Q  +  «,,Z)r/.r+,'/S,S  +  /3,P+;S,Q4-/5,Zi./r 
+  s,  de ,  +  s.,  de,  -(-...  -f-  5,  de, . 

Or,  on  peut  toujours  déterminer  les  fonctions  C  de  façon  (mk-  les 
quatre  fonctions  Z,  P,  Q,  S  soient  nulles  identiquement;  et  alors  les 
équations  fr/)  donnent 


z,dC,  -h  z.dC, -{-...+■  z-dCi  =  o, 
p,dC,-hp,dC,-h...-hp:idC-^  =  o, 
<7if/C,  +  g.,dC.,-h. .  .-h  q.idC,  —  o, 
s,  de,  -h  s.. de,  +...-+-  55  dC-^  =  G, 

Jouni.  de  Madi.  (3"  série),  tome  VIII.  —  Jum  188'.  ?.] 
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(|iii,  comparées  aux  équations  Z=^o,   P=ro,   Q=:ro,  S=:o  luoutreat 
que 


"c7 


dCs 

G5  ■ 


D'où  l'on  conclut  que  les  rapports  des  multiplicateurs  Cà  l'un  d  entre 
eux  sont  constants,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Corollaire.—  Si  l'on  a  quatre  fonctions -,,  ;.,  z^,  z^  saiisfaisant  aux 
équations  (7),  et  telles  cjue  le  déterminant 


P^     Pi     P^     P; 
<7.      «72     î/3     ?•. 

5,      s.      s.,      s. 


soit  nul  identiquement,  il  existe  entre  ces  quatre  fonctions  une  rel.i- 
tion  linéaire  à  coefficients  constants,  telle  que 

C,i;,  +  C2-0 -h- C.,  =3 -H  C...:;,  =  G. 

On  voit  en  effet  que  l'on  peut,  parce  que  D  est  nul,  supposer  dans  le 
raisonnement  précédent  €5=  o. 

9.  Théorème  III.  —  Soient  z^,  z.,,  S3,  :;,,  quatre  fonctions  satisfaisant 
aux  équations  (7),  le  déterminant  D  satisfait  à  la  relation 


10) 


c^  logD  =  ;  flo  +  a I  k/j?  -i-  (  63  -H  p ,  )  dy. 


D  =  Ae 


II, 
En  effet,  on  a 

dz,  dz.,  dZf  dz 

Pi  p.  Pi  p. 

qi  (j2  q,  q^ 

s,  S.^  s.  S; 


(12)       dD 


=, 

z  ^ 

Zi 

+ 

dpi 

'ii 

+ 

p. 

-f- 

Pi 
q. 

*( 

Si 

ds, 
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OÙ  l'on  n'a  écrir  qu'une  colonne  dans  chacun  des  trois  derniers  déter- 
minants; or,  d'après  les  équations  (9),  le  premier  déterminant  est  nul: 
le  deuxième  est  égal  à  a,Ddx,  le  troisième  à  bjBdj,  le  dernier  à 
a,  \)dv  -+-  i^iDc/r;  clone 

dD  =  'D[{a.,-i-  Ut)dx  -h  (63  +  ,S,  jjyj  ; 

d'où  résulte  immédiatement  l'équation  (10). 

10.  Soient  s,,  z.,,  z.,,  z,,  quatre  fondions  satisfaisant  aux  équa- 
tions (  7  ),  et  telles  que,  pour  x  =  x„,  y  =  jo,  le  déterminant  D  ne  soit  pas 
nul;  d'après  le  théorème  III,  ce  déterminant  ne  sera  unique  pour  les 
couples  de  valeurs  singulières.  Nous  donnerons  à  l'ensemble  de  ces 
quatre  fonctions  le  nom  de  système  fondamental  d'intégrales.  On  voit 
immédiatement,  d'après  le  théorème  II,  que  toute  solution  des  équa- 
tions différentielles  peut  s' exprimer  linéairement  au  moyen  des  éléments 
d  un  système  fondamental  quelconque. 

On  peut  encore  démontrer  cette  proposition  en  reniarc{uaiit  que,  si 
l'on  pose 

z  =  C^z ,  -h  C..z.,-\-  C.,z^  +  (\.,z ,, 

ou  pourra  déterminer  les  coefficients  constants  Q  de  façon  que,  pour 
a?  =  a^ù,  j=  v„,  z,  p,  q,  s  prennent  des  valeurs  données  d'avance.  On 
aura,  pour  cela,  à  résoudre,  quatre  équations  du  premier  degré  dont  le 
déterminant  D  est  différent  de  zéro,  puisque  2,,  =2»  -3'  -^  forment  ini 
système  fondamental  d'intégrales. 

11.  Supposons,  dans  les  équations  (7),  que,  lorscpi'on  laisse  une 
des  variables  constantes,  j'=  y;  par  exemple,  les  coefficients  soient  des 
fonctions  uniformes  de  x  dans  une  région  T  du  plan  des  x  et  n'y 
présentent  cpi'un  nombre  fini  de  points  dont  les  affixes  forment  avec  r, 
des  couples  de  valeurs  singulières.  D'après  le  théorème  I,  une  intégrale 
qiielconcpie  s  des  équations  différentielles  sera  une  fonction  de  x 
holomorphe  en  tous  les  points  situés  dans  la  région  ï,  excepté  aux 
points  singuliers  en  cpiestion. 

Soit  ^  un  de  ces  points  singuliers,  et  soient  ;,,  z.,,  z.^,  z,,  les  éléments 
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clun  système  fondamontal  d'intégrales.  Supposons  que,  r  restant  égal 
à  vj,  la  variable  x  fasse  le  tour  du  point  Ç  en  restant  sur  la  surface  T,  et 
appelons  (s,),  (s,),  (s,),  (^4)  les  nouvelles  valeurs  que  prennent  les 
intégrales  quand  le  tour  est  accompli.  Ces  nouvelles  fonctions  sont 
encore  des  solutions  des  équations,  et,  d'après  ce  qui  précède,  elles 
forment  encore  un  svstème  fondamental.  On  a  donc 

(l3)  {Zi)  =  l.,Z,+li^Z,^')i,Z,  +  l„Z,        (/=I,2,3,4), 

le  déterminant  des  constantes  \,i,  étant  différent  de  zéro.  Les  consé- 
([uences  de  ces  relations  sont  analogues  à  celles  qui  se  présentent,  dans 
la  théorie  des  équations  différentielles  linéaires  à  une  variable  indé- 
pendante. {Voir,  par  exemple,  les  Annales  de  l'École  Normale,  X.  IV, 
Mémoire  de  M.  Tannery,  p.  \'i\  et  suiv.). 

12.  Voici  comment  on  peut  déterminer  les  intégrales  générales  des 
équations  Fo,  F3,  F,,,  qui  lentrent  dans  la  catégorie  des  équations  que 
nous  venons  d'étudier. 

Dans  les  équations  Fj,  faisons 

(i4)  3=.rV^', 

et  cherchons  à  déterminer  les  exposants  X  et  [j.  de  telle  façon  que  les 
équations  en  z'  aient  la  même  foinie  que  les  équations  Fn.  On  trouve 
pour  ),  et  p.  trois  groupes  de  valeurs,  et  l'on  obtient  pour  l'intégrale 
générale  des  équations  Fo  l'expression 

l  -4-  B jt' ~T F, (  a  -1-  I  -  y,  ;;  +  I  -  7, ,';',  -j.  -  7,  y',  .-r,  y) 

(io)j  -)-(;j'-^'F2(a+  I  -7',/5,,S'+r-7',7.  ■i--i,x,y) 

1  X  F,(«+  2  —  7—7',  ^+  '  "7'/^'+  '  ~'l''  '^-  ~'h  ^  ^7''  ^•,^')' 

A,B,(;,  D  étant  des  constantes  arbitraires.  Cette  intégrale,  danslaquelle 
on  considère  j' connue  un(>  constante,  est,  dans  le  \oisinage  du  point 
singulier  a*  =  o,  de  la  forme  trouvée  pour  le  cas  général 

15.   Considérons,  par  e\(>mple.  les  polynômes  que  M.  Hermite  a  in- 
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cliques  comme  généralisation  des  polynômes  de  Legendre  [Comptes 
rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LX,  p.  370,  '\'i2,  461, 
J12,  et  Journal  de  Crelle,  t.  64-)  et  qui  ont  été  étudiés  par  Didon  [An- 
nales de  l'École  Normale,  t.  A  ,  année  1868  .  Si  l'on  fait 

djc'"  dy" 
ce  polynôme  satisfait  aux  équations  simultanées 

{\  —oc^)  -T-^  —  xy-. — ^ h    n  —  2  KT-r- 

—  (m  +  i)jy7  +  [m  +  n)[m  -\-  i)U  =  0, 


dr^-  •'  d.T  dy        ^  '"^  df 

au 

Si,  dans  ces  équations,  on  fait  x  =  \ç,  j  =  \r} ,  elles  deviennent 


[n  -\-  i)ir-. \-  [m  -{-  n)  (n  -h  i)  \]  =  o. 


:iG) 


m  -t- 1      d\]         I  ,  \  /  \i- 

— ^ — •//  -r — ^  -[m  +  n){m  +  \)Vj  =:  o. 


.  •'3  -  n  -  J  -^^  -  ^v,  ^^  +  [  -  -  (  -  -  "^  +  i  )  •'3  J  ^ 


1  «  H-  I    j,  dU  I  w  \   T  T 

!  ^^^-r^  -f- yim-l-rt)(n-h  I    L  =  G, 

équations  de  la  firme  F.,  dont  l'intégrale  générale  est 

L  =  AF,  ( -_ — >  — z — '  — ^-■ 

+  BvIf, 


-       (i  —  m  —  n    7«-t-i     n  i     3    y       ', 

'  -  \  2  22  2      2  / 

Cette  intégrale  générale  a  été  déterminée  par  Didon  sous  lormc  d'in- 
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tégrales  définies.  Il  est  à  remarquer,  comme  le  remarque  Didoti,  que 
deux  des  quatre  intégrales  particulières  sont  toujours  des  polynômes, 
car,  si  [m  -\-  n)  est  pair,  les  coefficients  de  A  et  Dy  ç/j  sont  des  poly- 
nômes, et  si  [m  -+-  n)  est  impair,  les  coefficients  de  B\/ç  et  C\(i  sont  des 
polynômes. 

On  peut  de  même  ramener  à  la  fonction  F.  les  polynômes  V,„_„  associés 
aux  précédents,  satisfeisant  à  deux  équations  différentielles  linéaires 
analoguesaux précédentes.  (Mémoire  de  Didon,  déjà  cité,  p.  2^3,  éq.  iG 

-A 

-  peut 


r/"'^''(.r-4- r- 


et    17  )    Plus    généralement,    la   fonction  ,  ,„  ,  „ 

/   .'  c»  dx'"  cly"- 

s'exprimer  à  l'aide  de  Fo,  quelle  que  soit  la  constante  h. 

li.   Les  équations  F,  peuvent,  par  lui  changement  de  variables,  se 
ramener  à  la  forme  Fj.  Pour  le  montrer  faisons,  dans  les  équations  F^, 


cej 

écpia 

tions  dev 

iennent 

r 

Ç  -1 

-h'q- 

rr 

Tt  —  1 

-+-  r, 

■=  di.  Ôr. 

Dans  ces  équations,  faisons  s^S'/ji^s';  on  peut  déterminer  X  et  p. 
de  façon  qu'après  la  substitution  le  premier  membre  de  la  première 
équation  soit  divisible  par  i'^'-n^,  le  premier  membre  de  la  deuxième 
par  I'y;^^';  il  suffit,  pour  cela,  de  prendre  l^a,  p.  =  a';  alors  les 
équations  en  z'  sont 


dV- 


dich^ 


(•7)    ' 


+  [a  —  p  -t-  I  —  =(2a  -\-a'-h2  —  -/)] 
dz'  ,      ,     , 

UT, 


'■'3  -■'3V)-:rn 


d'z 

- 

Ivî 

â 

z' 

Or,-' 

d\ 

'à^, 

-+- 

[«' 

r^' 

-1- 1 

— V) 

.dz' 

01 


—  Ci  (a- 


,.  dz' 

•/  -I-  i)z'  =  o. 
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équations  de  la  forme  Fo.  Comme  on  a  l'intégrale  générale  des  équa- 
tions Fj,  il  en  résulte  l'intégrale  générale  des  équations  F^.  Cette  inté- 
grale est 

z  =  Ax-^j'""'  F.,  (  a  +  «'  —  7  -(-  1 ,  a,  a.',  u  —  (i-\-  i ,  a'  —  fi'  -f-  i ,  -.  -  )> 
-h  B^-P j-"'  F,  (/3  +  a'  -  7  +  I ,  /3,  «',  fi  -  a  +  i ,  a'  -  p'  -t-  i ,  -|;,  ^.  ) , 
+  Cx-^y-?'  F,  (u  +  fi'  -  7  +  I ,  a.  fi',  «  -  f.  +  . ,  fi'  -  «'  +  i ,  ]>  j,  ), 
-^D^-?J-?'F,(fi  +  fy-7+.,fi,f/.fi-a  +  ^f/-a'  +  I,i,-;.), 


15.  En  faisant,  dans  les  équations  F.,,  la  substitution  z  =  x'y^z',  et 
déterminant  X  et  p.  de  façon  à  avoir  des  équations  de  même  forme,  on 
a,  pour  l'intégrale  générale  de  ces  équations, 

s  =  AF,(a,  [^,-i,i,Jc,y) 

^-  Bir'-^  F,,  (  a  +  i  —  7,  ,'3  +  1—7,2  —  7,  7',  x,  y) 
-+-  Cj'-'f'  F,, (a  -f-  I  —  7',  i'5  -M  —  7',  7,  2  —  7',  a?,  y) 
-h  Da^'-'^y-'f'F,  fa  M-  2  —  7  —  7',  |^  +  2  —  7  —  7',  2  —  7,  2  —  7',  ,r,  y). 

16.  Équations  F,.  —  J'arrive  maintenant  aux  équations  F,  aux- 
quelles, comme  je  l'ai  remarqué,  les  théorèmes  précédents  (§  6-12) 
ne  s'appliquent  plus,  car  i  —  a^b^  est  nul  pour  ces  équations. 

Différentions   la    première  des  équations  F,  par  rapport  à  y,    la 

,         . ,  ,  .(Irdt  ,.  , 

deuxième  ])ar  rapporta  .r,  et  remplaçons  y-,  y-  respectivement  |)ar 

j-^  j-',  nous  aurons  deux  équations  du  premier  degré  par  rapport  à 

-r- ) -T- ;  le  déterminant  de  ces  équations  est  nul.  On  peut  donc  éli- 

miner -T^  et -r^ ,  et   l'on   obtient  une  équation  qui,  simplifiée  à  l'aide 
ojc       or  ^  ' 

des  équations  F, ,  se  réduit  à 

{x-y)s-[j'p-h^jq  =  o. 
La  fonction   F,    vérifie  donc  aussi  cette  dernière  équation,  qui  est 
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une  conséquence  des  deux  autres;  et,  par  suite,  elle  vérifie  les  trois 
équations 

l        +  [7(a;-r)  — (a  +  /3H-i)ir-  +  ((5c  +  ,'i-  ,'5'-+-i).rr  +  |S'jJ/-> 

I  -  fiy{  '  -  J)  ?  -  ='-P {x-y)z  =  o, 

,8:'     (y—x){y-y^-)t 

[  —  ^'x{i  —  x)p  —  c(^'{y  —  x)z  =o, 

[x  —y)  s  —  ^'p-^fiq  =  o. 

On  voit,  par  un  calcul  focile,  que,  si  l'on  calcule  à  laide  de  ces  équa- 
tions ^  et  -^  >  les  deux  expressions  trouvées  sont  identiques  en  x,  y, 
:,  p~,  q;  de  même  pour  y^>  -,-•  On  a  donc  un  système  de  trois  équa- 
tions linéaires  simultanées  de  la  forme 

(19)  I    t  =  b,p-h  h..q-hb.,z, 

\    5=  c,p  -\-  c.,q  -h  C3Z, 

les  a,  h,  c  étant  des  fonctions  de  x  et  y,  et  les  conditions  ^-  =  -^ , 
'      '  '^  Or        «.i' 

—  =  -—  étant  remplies  identiquement.  En  considérant  le  système  des 
équations  aux  différentielles  totales 

I  clz  =  p  dx  +  q  dy, 
If))'         <   dp  =  {a,p-ha.,q  -i-a.,,z)dx-h{Cip  -{-Cjq  -\-  Ciz)dy, 
'  dq  =  (c,p  -^  C2q  -\-  c.iz)dx  -+-  ih,p-h  b,,q  -]-b^z)dy, 

on  pourra  appliquer  à  ce  système  le  théorème  de  AI.  Bouquet  déjà  cité, 
et  l'on  verra  que  : 

THÉoiiÈMi:  a.  —  Si  pour  x^x^,  .X=.Xo  ^c*  coefficients  a,  h,  c  sont 
holomorphes,  on  pourra  satisfaire  aux  équations  {\ç))  par  une  fonction  z 
de  X  et  y  holomorphe  pour  x^=  x^,  y  ^  y„  ;  les  valeurs  de  cette  fonction 
et  des  dérivées  p  et  q  étant  arbitraires  pour  x  =  x^,  y  =  Vo- 
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On  démontre,  comme  nous  l'avons  fait  précédemment,  que  : 

TiiÉoEKME  b.  —  Si  l'on  a  quatre  fonctions  z,,  z.,,  z^,  s,,  vérifiant  les 
équations  (19),  il  existe  entre  ces  fondions  une  relation  linéaire  à  coef- 
ficients constants 

C,  3,  +C.Co  +  C3S:, +  C,S.,  =0. 

Corollaire.  —  Si  Ton  a  trois  fonctions  :;,,  z^,  z^  vérifiant  les  éqna- 
tions  (19)  et  telles  que  le  déterminant 


P^     Pi     Pz 

•7.    (]i    qz 

soit  nul   identiquement,   il   existe   entre  ces   fonctions   une    relation 
linéaire  à  coefficients  constants. 

THÉORjijiE  c.  —  Si  Von  a  trois  fonctions  z^,  z.,,  z.^  vérifiant  les  équa- 
tions (19),  le  déterminant  A  satisfait  à  la  relation 


f/logA 


■  c.,)  dx  -[-  [c t  -[-  b.,)  dy. 


Les  conclusions  qu'on  tire  de  ces  théorèmes  relativement  à  l'inté- 
grale générale  des  équations  (19)  sont  analogues  à  celles  du  §11. 

17.  Dans  lecas  particulier  des  équations  (18),  on  a 


-[•(.r  —  r)  —  (g-t-  ^  -4-1)^-^4-  (  a  -t-  ji  —  P'+  l).z-K4-  P'.V 
{x — r)  x(i  —  j:) 

P'-T         g  +  p  +  1  -  T  _  ?jtZ, 
œ  I  —  X  X  —  >■  ' 


et 


b. 


•  —  ■{ 


./■—  r  ' 


d'où,  d'après  (20), 

A  =  Ax^'-^y^-^i  -  xy^  P-' ( I  -  j)Y-«-?'-' [x  -yy^-P\ 
On  peut  encore  remarquer,  en  changeant  dans  les  équations  (18] 
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d.v 

=  P^ 

dx 

dq 

g 

d.s 

dx 

dx 
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a-  en  i  —  x  et  y  en  i  —  t.  qu'elles  admettent  la  solution 

F|i  a,  p,  i^'.  a  ^-  ,v  +  (S'  -v  I  —  y,  I  —  .r.  i  —  v). 

18.  Pour  étudiei-  les  intégrales  des  équations  différentielles  simid- 
tanées  des  formes  '7^1  19  ,  on  pourrait  encore  employer  la  méthode 
suivante. 

Nous  avons  ramené  les  équations  (7)  à  la  forme  ^9].  Dans  ces  der- 
nières équations,  faisons  r  =  const.,  dy^o:  ces  équations  deviennent 

d/> 

-j-  =::!  a,s  ^  a^p  -^  a^q  -h  a;Z, 

lelimination  des  fonctions  5.  /^  q  conduit  à  une  équation  différentielle 
du  cpiatrième  ordre  à  laquelle  satisfait  =  considéré  comme  fonction  de 
la  seule  variable  x,  et  l'on  pourra  appliquer  à  cette  équation  les  mé- 
thodes de  M.  Fuchs.  De  même,  la  fonction  z  considérée  comme  fonc- 
tion de  V  seul,  x  =  const.)  satisfait  à  une  équation  différentielle  linéaire 
du  (juatriéme  ordre. 

Par  exem])le,  la  fonction  F3  considérée  comme  fonction  de  x  seul 
satisfait  à  l'équation 

<r-z 
x-xy-x-Y]\\  -.rj^^ 

-l-.r!  [7-(-2  —  (c/.^^j  +  o)x\ixy  —  x—y) 

+  [(«'^i^'-7-''!r-(«  +  /3  +  3)(i-j)j:](i-x-)|J^ 

-f-  {["/H-i  —  (a-i-,3-+-'3)a;l 

x[(«'-T-,S'-y-0.v-(«  +  P  +  3)(i-vH 

—  a;(a.y— ic— j;(2a,'5  4- Sa-t-^/S-hS)  — (a-H  i)(|3 -I- 1  )ar— a'/5'/j  ^ 

-(«  +  ')(/3  +  i) 

xi(«'  +  P'-7-  \)y-{x-^{i  +  '^)[\  -y)x 

-^[7-(«  +  j3+i)^](i-7)[^ 

-l-«i3(«^i)(p-(-i)(i  -y)  3  =  0. 
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Cette  équation  montre  que  z  est  une  fonction  holomorphe  de  ordans 
tout  le  plan,  excepté  dans  le  voisinage  des  points 


Au  point  singulier  ce  =  o,  par  exemple,  l'équation  fondamentale  dé- 
terminante est 

r  r—  i  'I  r  —  ■j.)(r—  3 j  -\-  r{r—  i)(/-  —  a'ifay  —  a  —  fi' -h  3) 

-/•(r-i)[(7+i)(«'-h,'S'-7-  i)-«'jS']  =  o, 

dont  les  racines  sont 

(),    r,   a' —  7  +  1 ,  [-j' —  y -h  i . 

Si  l'on  prend  de  même  les  équations  de  la  forme  (iQj,  on  les  ramène 
à  la  forme  (ig'j;  puis,  supposant  r  =  const.,  dy  =  o,  on  a  trois  équa- 
tions simultanées 

,/z  ,1,)  du 

-j-=p,     -l-^.=  a,p-\-cu_q-\-a,^z,     -ji-=c,p-\-Coq^c^z, 

entre  lesquelles  on  peut  éhminer/j  et  q.  On  obtient  ainsi  une  équation 
différentielle  linéaire  du  troisième  ordre,  à  laquelle  satisfait  ;  consi- 
déré comme  fonction  de  .r  seul. 

Ainsi,  par  exemple,  la  fonction  F,  considérée  coamie  une  fonction 
de  .r  seul  satisfait  à  une  équation  différentielle  linéaire  du  troisième 
ordre,  qui  a  été  formée  par  ^I.  Picard  [Comptes  rendus  des  séances  de 
l' Académie  des  Sciences,  t.  XC,  p.  isG'y).  M.  Picard  a  montré  en  même 
temps  que  F,  considéré  conunc  fonction  de  x  seul  ou  de  y  seul  est 
une  des  fonctions  hypergéométriques  d'ordre  supérieur  étudiées  par 
M.  Pochliammer  \  Journal  de  Crelle,  t.  7!    . 


i()G 


CHAPITRE  111. 


Expression  des  fonctions  F  à  l'aide  d'intégrales  défîmes^ 
relations  entre  ces  Jonctions . 

19.  On  vérifie  facilement  les  fornmles  suivantes,  en  développant  les 
intégrales  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  et  j, 

l    /"  Th'-'  4'^'-'  (i  -.ux)-^{i  -  vyy^^i  -H-  (;)ï^«-»'-'  du  dv 
(••")       j'    ^r,.,r,.-mv-^,^)r.(,,„..p..,..,.^.j,). 

l      /  '  lu?-'  V"^'-'  {l-U-  (.)Ï-P-P'-'  {,   -UX-  Cj)-^  C?M  fA' 

(-)     )    ^,,„riy>.-(v-?-r>F,,„.a.y.v,..^). 

les  deux  intégrales  précédentes  étant  étendues  aux  valeurs  réelles  de 
a  et  v  telles  que 

u^o,  u-lo,    I  — M  — c>o; 
puis 

l    /"    /"  uP-Vi^'-'(i  -  ;/)^-P-'(i  -  (')T^'-P'-'(i  -  «.r  -  vyr'^dudx' 
(23)-      ■»    •» 

'      = F(7)T(7) U.(«.Pm^  '  /-  /'•*..>  '■ 

La  fonction  F,  peut  aussi  s'exprimer  par  une  intégrale  simple,  connue 
l'a  montré  M.  Picard  dans  la  Note  citée  plus  haut;  on  a,  en  effet, 

(    /  '  ii«-'  (  1  -  «)T^-«-'  (  I  -  «i.r  )-P(  I  -  My)-I^'  du 
(24)  •^» 

Les  expressions  précédentes  des  fonctions  F,,  Fo,  F3  doiment,  par 
des  changements  de  variables  sous  les  signes  /,  différentes  fornndes 
importantes. 


r  -i-  V  —  I 
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Ainsi,  en  changeant  dans  la  formule  (24)  u  en  i  —  «,  on  obtient 
ininiédiatenient  la  relation 

De  même,  en  changeant  dans  (28)  successivement  u  en  1  —  u, 
puis  V  en  i  —  c,  on  a  les  relations 

(26)  <:  /  ,.        ,. 

=  (i  -  v:r  F,(a,  fi,/-  r^',  y,  /,  ^,  ^:^ 
:=( I  _  ^  __y)--F/a,  7  -  /3,  •/-  |S'.V.V'.^._^;^,_,' 

Enfin,  si  dans  la  formule  (22)  on  fait 

fi  =  I  —  u'  —  v' ,     (■  =^  v\      \  ~  u  —  V  ^  II! , 
on  trouve,  après  quelques  réductions  faciles,  la  formule 

^F,(a,f5,p',y,.r,j) 

d'où,  par  raison  de  svmétrie, 

jF,(a,/5,f5',v,x,jK) 

20.  L'expression  de  F3  par  une  intégrale  définie  permet  de  démon- 
trer pour  cette  fonction  luie  proposition  intéressante  par  son  analogie 
avec  la  question  du  développement  d'une  fonction  d'une  variable  en 
fraction  continue. 


1 q8  APPELL. 

Supposons,  en  effet,  dans  cette  formule 


remplaçons  a-  et  y  par  -  et  -^  puis  posons,  pour  simplifier. 

fiu,  e   —  M^'-'  r"'-'    i  —  Il  —  i'i^^-'  ; 
nous  avons 

JJ{:-^)i:-T) 

r(-j  •'V^  '    .r   _>•  ' 

L'intégrale  double  du  premier  membre  de  celte  relation  est  de  la 
forme  de  celles  qui  ont  été  étudiées  par  Didon  Annales  de  r École  Nor- 
male, i"  série,  t.  YII,  p.  aGS).  Nous  allons  appliquer  à  cette  intégrale 
la  méthode  indiquée  par  Didon,  avec  quelques  modifications  faciles  à 
apercevoir. 

Proposons-nous,  par  analogie  avec  la  question  qui  se  présente  dans 
le  développement  d'une  fonction  d'une  variable  en  fraction  continue, 
déformer  un  polvnôme  Q  f,  V)  de  degré  m  4-  n,  tel  que  le  produit 

28,  Q(.r,j)F3(a,'/.  i.i.y.  ;^.^)> 

ordonné  j)ar  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x  et  v,  ne  con- 
tienne aucun  terme  en  -^7^—7'  où  h  et  A-  sont  des  entiers  positifs  ou  nuls 
vérifiant  les  relations 

2q       h ->r  k  <'m -r  n ,     ou  bien     li  +  k=^m^~n,  h^m,  k^n. 

Ce  polynôme  Q{^,y)  est  déterminé,  à  un  facteur  constant  prés,  par 
ces  conditions;  je  vais  montrer  que  l'on  a 

3o  Qix,yi=-r^ — — 1 — ■■ .  ,„  j  ;, — — '—^-y 

>       -  •       /(.T.v)  ojc'"  av" 
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ce  qui  constitue  une  proposition  analogue  à  celle  démontrée  par  Jacobi 
(Journal  de  Crelle,  t.  LVI,  p.  1/19)  au  sujet  de  la  fonction 

Pour  démontrer  cjue  le  polynôme  Ç){x,j')  défini  par  la  formule  3o  1 
est  bien  celui  que  nous  cherchons,  remarc|uons  d'abord  que  l'intégra- 
tion par  parties  donne  immédiatement,  en  supposant  v,  y! ,  -^  —  rj_  ~  </ 
positifs, 

(3i)  f  f/(u,v)Q(u,v)u'-v''du(h^  ^  o, 

les  entiers  positifs  ou  nuls  A  et  /c  vérifiant  les   conditions  (29).   Puis 
considérons  l'identité  suivante  indiquée  par  Didon    loc.  cit.,  p.  267    : 


Qi 


-n 


^ 77 J '  " '  '■  )  '^"  ^^'  +  /    /  7 — -'^r^ — \rA  'i:  <•  ;  (l'i  (à 


du  dv  +  xy  j  I  <!>(  .r,  r,  u,  v)f{u,  7]  du dv. 


où  4)(.r-,  )',  M,  V)  désigne  une  fonction  entière  de  x,  y,  u,  c. 

Dans  le  développement  du  second  membre  de  cette  identité  suivant 

les  puissances  décroissantes  de  x  et  y,  les  termes  de  la  forme      —, 

h  et  k  étant  des  entiers  positifs  ou  nuls,  proviennent  de  la  troisième 
intégrale  seulement;  en  effet,  la  première  est  une  fonction  entière  der 
contenant  r  en  A^eleur,  la  deuxième  une  fonction  entière  de  v  conte- 
nant y  en  facteur,  et  la  quatrième  une  fonction  entière  de  .r  et  v  conte- 
nant xy  en    facteur.   Mais,    dans   le  développement   de    la    troisiènn- 

intégrale,  le  coefficient  A/,;;  de  —,7-^  est 

Aaa  -=  j   j  J\u,  v)  Q  (  w,  c'  u''  r*  du  dv. 


coefficient  qui,  d'après  (3i),  est  nul  dès  que  h  fXh  vérifient  les  condi- 
tions (29).  La  proposition  est  donc  démontrée,  et  quoique  la  démons- 
tration emploie  des  intégrales  multiples  qui  peuvent  cesser  d'avoir  un 
sens  pour  certaines  valeurs  de  a,  «',  y,  il  est  évident  que  la  proposition 
est  vraie,  quels  que  soient  a,  a',  y. 

Il  est  à  remarquer  que  le  po]vnôme(3o)  Ç^yx^y)  s'exprime   de  la 
façon  suivante  au  moyen  de  la  fonction  F.,, 


Q(a;,y)  ^=  fa,  m){c/.' ,n)[i  —  x  —  y)'"'" 

X  Fo(  «  +  a'—  y  —  m  —  n  -t-  i,  —  «2,  — «,«,«', 

ainsi  qu'on  le  montre  plus  loin  (§  27). 


V— 1     .r-Hj— 1/ 


21.   On   a  vu  précédemment   (§   14)  que  les  équations  différen- 
tielles F3  se  ramènent  à  la  forme  F,  par  les  substitutions 


a:  =  7  '     >'  = 


'=-!-,       T.  =  ^'^-r?-' 


z  =  e,^rt    z. 


On  a  donc,  en  se  reportant  à  l'expression  donnée  précédemment  de 
intéorale  générale  des  équations  F,, 

F3(5:,a',f;,,'5',7,a",y) 

=  Aa;~*j"'F,(  a-t-a'  — y-t-i ,  2<,a',a— ,'5+  1 ,  a'— ,';'-+- 1 . -^)  -) 

f33)    /      +Bx-Pj-P'F,(p+,3'-y+,,,^i.;i',fi-a+i,f.'-«'-f-,,l,i) 

H-  Cx-^y-'^'  F.,^a-i-j'i'— y+ 1 ,«,,';', /z—,';-r- 1 ,,3'  — a' -f- 1,  ->  -\ 

■^  Da-Py^'  F/3+a'-7+  i ,  3,  a',  Ti- «+  1 , a  - Ti'-M  .  --  -V 


i^-a  — 7+  I  ,,;,a  ,(i  — a:-^-  1  ,a  — ji'4-  i . 
où  A,  15,  C,  D  sont  des  constantes  dont  voici  les  valeurs.  Posons 

A  ).,  PL,  V.  ô  )  =  (  - 1  )-V  - 1  )-i^  lillIllziAlIkjzJi) . 
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A  =/iry.,  a',  fi,  fi'),     B  =/(  f3,  fi',  «,  a';. 
C  =/>,  ^',  ;5,  a'),     D  =/(f-i,  a',  a,  /5'). 

Cette  formule  (32)  est  analogue  à  celle  que  donne  Gauss  WerAe, 
III  Band,  p.  220,  éq.  ç)3).  On  peut  obtenir  la  formule  (32)  en  appli- 
quant la  formule  de  Gauss  que  je  viens  de  citer  à  la  fonction 

Fia',  [j',  y  -h  m,y), 

qui  entre  comme  coefficient  de  x'"  dans  l'expression  de  F,  sous  la 
forme  (2),  puis  ordonnant  la  fonction  obtenue  suivant  les  puissances 

de  -1  et  appliquant  encore  une  fois  cette  formule  de  Gauss. 

L'on  obtient  par  le  même  procédé  la  relation 

F,(«,p,7,7',.r,j) 

d'où  l'on  déduit  lUie  relation  analogue  en  permutant  ,r  avec  y 
et  y  avec  •/. 

CHAPITRE  lY. 

22.  Dans  ce  Chapitre,  je  m'occupe  des  propriétés  des  fonctions 
définies  par  l'équation  différentielle  unique 

j   {x  —  .x-)r  —  2xys -h  (y — Y')t 

I         +  [y  —  (y.-t-§  + i).rJ/j-|-[7'— ;«  + f"î+ i)vj<7  —  c-cî^  =  (>. 

obtenue  en  ajoutant  membre  à  membre  les  équations  F,  et  faisant 
|S  ■+-  fti'  =  5.  11  suit  de  là  que  Ion  a  une  infinité  de  solutions  de  cette 
équation  en  prenant 

s  =  F.(a,(^+//.  -h,y.-/..v,y  . 

Journ.  de  Math.  (  3«  série),  tome  VIll.  —  Jun  i88j.  26 
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h  étant  une  constante  arbitraire.  On  peut  remarquer  aussi  qu'en  ajou- 
tant membre  à  menibie  les  équations  F,,  et  faisant  x  ^=  — ^  y^  '—' 

on  obtient  une  équation  différentielle  qui  est  de  la  forme  (34):  de 
sorte  que  l'on  a  encore  une  solution  de  l'équation  (34)  fn  prenant 

D'une  manière  générale,  cherclions  à   satisfaire  à  l'équation  (34) 
par  une  fonction  entière 

En  substituant  et  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  x"'y",  on  a 

(m  -+-  i)(w  +  7)A,„+,,„+  (n  -h  i){n-\- y' )A,„,„+, 
^  [m-\- n-\- rx)[ni -h  n -\- â)  h,„_„. 
Faisons 

,T^>  .  {'■x,m-\-n){rj.m  +  ii) 

'  J3  A,„  „  ^ rj—, :- —. :  rS„.  „, 


(36)  1W..«  +  B,»,«+.  =  B„,.„. 

équation  aux  différences  finies  que  l'on  peut  intégrer  par  la  méthode 
de  Lagrange  [Œuvres,  t.  IV,  p.  i65).  On  trouve  pour  l'expressioi)  la 
plus  générale  de  R„,  „ 

r,,„  „  =  /im: f[m  +  \)-\ ^ '  fim  -f-  a)  h 

(37)  '  '•■'■ 

f  ^    —  i,"/{m-h  n), 

ou  bien 

'  ■+-(—'  /'"'f  (w  -f-  n). 
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les  fonctions /et  o  étant  arbitraires.  Les  deux  expressions  de  B,„_„  ainsi 
trouvées  ne  sont  pas  distinctes  ;  la  première  conviendra  si  l'on  donne 
les  coefficients  B,„,o,  car  elle  donne,  en  faisant  «  =  o,/(/n)  =:B,„  o!  'a 
deuxième  conviendra  si  l'on  donne  les  coefficients  B,,,,,,  car  elle 
donne  f{n)  =  Bo,„. 

En  portant  l'expression  générale  de  B,„  „  dans  (35),  on  a  l'expres- 
sion générale  de  A„,  „;  d'où  résulte  l'expression  suivante  de  la  solution 
entière  la  plus  générale  de  l'équation  (34)  : 

(38)    a>^y.,J-,v./,^,v)=""y"^/°''"^.t"y'"'w"^    tU»-^-'/'- 

^        '  ''»'»'     '^  '  ^        {■;,  i/t)('(  ,n)(\,  m){i,  ri)        '"       ^ 

m  =  0,     n  =  0. 

On  voit,  en  particulier,  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  $(«,  0,7,  y',  a",  y)  soit  un  polynôme  est  que  ex  ou  0  soit  égal 
a  un  entier  négatif.  Si  cette  condition  est  remplie,  «  =  —  N  par 
exemple,  lexpression  (38)  donne  une  infinité  de  polynômes  satisfai- 
sant à  l'équation  (  34  )- 

25.  Dans  l'équation  (34)  faisons 

z  =  x^'Y^{  I  —  a-  —  yYz  , 

et  désignons  par/)',  q',  /,  s',  t'  les  dérivées  partielles  de  z'.  I/équation 
devient,  après  quelques  réductions  f;iciles, 

{x  —  x-)r'  —  2 xys'  -h  {y  —  Y'  )  t' 

-i-  [y  -h  2\  —  ( X  -h  â  -h  2I  -h  2 iJ.  -h  IV  ^  \  )x\fy 
-+-  ['/-\-  21J.  —  (a  +  5  +  2>.  +  2p.  -I-  2v  -I-  i)y]f/' 

—  (a  +  À  +  /jt.  +  V  )  (  5  +  X  +  p.  +  V  )  s' 

X(X +Y-'),/        I^(|^  +  y'-').>    I     v(a  +  g----y  +  v)_,^  ^^ 
.r  "  y  "  I  — .r  — _>■ 

Si  l'on  donne  à  X,  p.,  v  des  valeurs  annulant  les  trois  derniers  termes  : 

i>.(X-i-7  —  i)  =  o, 
p.(p.  +  7' -i)  =  o. 
v{x  -h  a  —  y  —  ■/-+-  y)  =  o, 


2o4  APPELL. 

l'équation    prend  la  forme  (34)   où  l'on  aurait  remplacé  a,  â,  7.  7' 

par   a  +  l-h  [i-hv,    0 -h  1 -h  ^. -h 'j  ,    7  +  2X.    7'+ 2p.;   par  suite,  elle 
admet,  pour  z' ,  la  solution 

s'  =  $(>-(-).  +  fJL  4-  V,  0  4-  X  +  a  +  V,  7  +  2À,  7'+  2 p.,  j:-, j), 

d'où,  pour  z, 

z  —  x^y^i  I  —  .r  —  Vi^^s'. 

Or,  les  équations  (  39)  donnent  pour  )„  p.,  v  huit  groupes  de  valeurs; 
on  a  ainsi  huit  solutions  de  l'équation  {  3/1)  dont  voici  le  tableau  : 

V  ,x.  V. 

o,  o,  o,  s,  =-*(a,  8,  Y,  y')' 

1  — Y,         o,  o,  ,-,  — .r'--<I'(^  +  i— Y>  5  +  1— Y,  2— Y,  f). 

o,       I  — y',  o.  53=:r'-r'cj>(a  +  i  — y',  5-t-i— y',  y>  2— y')' 

i_.^,      i_y',  o,  j.,=  a-'-i;7'-T'*(a4-2  — y  — t',  04-2— y  — t'- 2  — y,  2-y'). 

o,  o,         y  +  t'— «  — °'     -ô=(i  — ■^■— J')^''^'"'~^*(Y-^t'— 5'T  +  ï'— "' ï' ï')- 

'). 


-Y,         o,         Y  +  T  — 


a  —  0, 


=  x'-T(i_a-_j)T+T'-»-«<l)(Y'— 04-1,  y'— «4-1,  3  — • 
o,       1  — y',     y-I-t'— ="— ^     ;7  =  7'-i^'(i  — j:'- r)''"^^'"°"**(7  — '"-^-1' Y  — ''  +  '' ■^  ■'- 
i-Y.     •  — ï''     Y-t-ï'— ît-ô.     ;s  =  a7'-f/'-ï'(i-^— r)''^i'-»-**(3-o,  2  — ot,  2-Y,2- 

Dans  les  fonctions  <I>  qui  figurent  dans  ce  tableau,  on  a  laissé  de  côté 
les  variables  x  et  v,  qui  sont  les  mêmes  dans  les  huit  fonctions. 

24.  Parmi  les  fonctions  qui  satisfont  à  l'équation  ;  34  u  je  considère 
maintenant  celles  qui  restent  finies  pour  les  valeurs  réelles  de  x  et  v 
satisfaisant  aux  conditions 


(4o)  x>o,  J^O,    I 


-V>( 


Ces  fonctions  possèdent  des  propriétés  intéressantes  que  l'on  trouve 
de  la  façon  suivante. 

Soit  z  une  fonction  satisfaisant  à  l'équation  (34),  et  :,  une  fonclion 
satisfaisant  à  l'équation 

j  {.v-x')r,- 2.iYs,-h{y-y-)t,-i-[y-{</.  +  !i-\-i)x]p, 
^^^^   \  +[y_(a4-<?4-i)7j?,-(«-X)(<J-^).)=,  =  o. 
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obtenue  en  changeant,  dans  (34j,  a  en  a  —  X  et  <?  en  o -j-1  (1  dési- 
gnant une  indéterminée).  Multiplions  l'équation  (34)  par  ;,,  l'équa- 
tion '34')  par  —s;  et  ajoutons.  Nous  avons 

'  {.r  —  x-){rz,  —  zr,)  —  2xy{sz,  —  zs,)-i-{y  -y-){lz,  —  zt,) 
"\\)'      -h['/ —  {c/.-i-5 -h  j)x](pz,  —  zp,) 

'      -\-  lY  —  '  a  -\-  0  -h  i)r]{qz,  —  zq,)  —  1{&  —  a -hA)zz,^  o. 

Posons 

pz,-zp,  =  \\      qz,-zq,^Q, 

et  remarquons  que 

2  js,  —  zs,j  =  ^ h  -T-^- 

L'équation  précédente  devient 

-+-[7  —  '«  +  o-hi)x]  V -i- [y  —  {(/. -h  â -h  i)j]Q  =  A  0  —  a  +  /)s2,, 
ce  que  l'on  peut  écrire 

^  [a:^-'  (i  -  a-  _  j)---ï-,v  p  _  pa;  -  Qj; 

+  ^.  [^^-'j^'(i  -  ne  -y)-5-T-r(Q  _  Pa;  -  gj' , 

=  ).($-  a -f-X);rTf-'jTf'-'(i  -ir-j)''-^5-^-''2=,. 
Remplaçons  dans  le  premier  membre 

P  —  Pa;  —  Q )'     par     P (  1  —  x  —  y)  H-ji  P  —  Q 
Q— Px  — Qy     par     Q(i  -  a;  —  y  ;  —  a;|  P  -  Q  , 
l'équation  devient 

ay  L        ./    \  ■/  /  "tj        <j,^        ()  ,- 

=  ).(cî' -  «  -f-  X)  J7T^-'7^'-'(  I  -  X  -  j)«+8-f-ï' ;-^ , 


et 


2o6 
ou 


H  =  a-tyi'i  i-x-  yT-^^-'<-^'{  P  -  Q) 


Cela  posé,  siipjjosons  que  les  foncdoas  z,  z,  restent  finies  pour  les 
valeurs  réelles  de  jc  et  v  satisfaisant  aux  inégalités  {^o),  et  que  les  fonc- 
tions Q,  P,  P  —  Q  soient,  aux  limites,  finies  ou  infinies  d'ordre  moindre 

I      I  I 

que 


o^S-r-r'-Hl 


a;T    y'     (i  —  .r  —  v 

Multiplions  les  deux  membres  de  l'équation  (42)  par  dxdy,  et  pre- 
nons l'intégrale  double  étendue  aux  valeurs  de  x  et  y  satisfaisant  aux 
inégalités  (4o),  en  supposant,  en  outre, 

43)  7  >  o,     7'>o,     a  +  ô  —  7  —  7'-+- I  >  o. 

On  voit  immédiatement  que  les  intégrales  provenant  des  deux  pre- 
miers termes  du  premier  membre  sont  nulles.  Je  vais  montrer  que  l'in- 
tégrale 

est  nulle.  Pour  évaluer  cette  intégrale,  faisons  un  changement  de  va- 
riables et  posons 

iT  =:  ^  -t-  M,     y  =  ^  —  «, 
d'où 

H r=  (f  +  u)f{t -  a)f'(i  -  :itY^'^-^-^\ P  -  Q;. 

On  voit  que 

JH  _  <m  _  (^ 
djc        dv         Ou 
et  l'on  a 

Dans  la  nouvelle  intégrale,  on  peut  intégrer  par  rapport  à  //;  l'inté- 
grale indéfinie  est  H;  elle  doit  être  prise  entre  les  limites  «  =  — /. 
M  =  +  ^;  or,  H  s'annule  aux  deux  limites,  car  y  et  7'  sont  positifs.  L'in- 
tégrale est  donc  nulle,  et  l'on  a 

).  (  5  -  a  -t-    )f  fx-^-'y^'-'  [i—x-y  f^^-^--<' zz,  dxdy=o. 


FONCTIONS    HYPERGEGÎHETRIQLES    DE     DEUX    VARIABLES.  2(>'7 

On  conclut  de  là  que  l'intégrale  double 

'l  'l  I  =  r  r^'-' V^'~'(i  -  ^  -  Jj'^^-'-^'s^,  drdy 

est  nulle  tant  que 

[Va)  >.(5_«  +  x)>o. 

23.  Comme  nous  l'avons  dit,  ce  théorème  s'applique  à  deux  fonc- 
tions s  et  z, ,  solutions  respectives  des  équations  (34)  et  (34'),  ces  fonc- 
tions restant  finies  pour  les  valeurs  (4o)  auxquelles  s'étend  l'intégra- 
tion, et  les  trois  fonctions  Q,  P,  (P  —  Q)  devenant  aux  limites  infinies 

d'ordre  moindre  que  --)—;)  ; ,  ,,  ..  ..■^,  ■ 

^       ^-     y^     (i  —  j:  — /)"-<'-■-■+' 

Ces  conditions  sont  évidemment  remplies  dans  le  cas  particulier  où 

les  deux  fonctions  :•  et  s,  sont  des  polynômes  ;  et  alors  la  condition  (44  ) 

exprime  que  les  deux  polynômes  sont  de  degrés  différents,  car  nous 

avons  vu  précédemment  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 

que  l'équation  f34)  admette  comme  solution  un  polynôme  de  degré  k 

est 

[a+k)[à-\-k]  =  o. 

On  peut  encore  démontrer  que  cette  condition  est  nécessaire,  en  re- 
marquant que,  si  l'équation  (34)  est  vérifiée  par  un  polynôme  z  de 
degré  k,  l'équation  différentielle  qui  donne  la  fonction 

U  = 


dx"^  dy" 


doit  étn>  vérifiée  par  U=:const.  Or,  on  forme  facilement  cette  équa- 
tion en  (lifférentiant  le  premier  membre  de  l'équation  34  m  fois  par 
rapport  à  a;  et  /i  fois  par  rapport  à  y;  le  coefficient  de  M  dans  l'équa- 
tion obtenue  est  (a -+-^-)(5  +  X-);  comme  il  doit  être  nul,  on  en  conclut 
la  condition  indiquée. 

26.  Je  vais  appliquer  la  théorie  générale  précédente  à  certains  polv- 
nômes  particuliers  qui  présentent  la  plus  grande  analogie  avec  les  po- 
Ivnônies  de  Jacobi. 


20tS  APPELL 

Soit 

^m+«rj;m+T-lyn+r-l|,_,r—  !•')'"+"] 

'"•'  ^  O.f"  d)" 

On  voit  facilement,  en  employant  une  méthode  analogue  à  celle  in- 
diquée par  Didon  [Annales  de  l'École  Normale,  t.  V,  p.  235  ,  que  ce 
polynôme  satisfait  aux  équations 

X  —  x^)r  —  xys  -+-  ^7  —  (  i  +  7  —  «)a;]  /> 

-i'm  +  7)j'(7  +  (7n4-n)(TO  +  7)2  =  n, 
1  '1 3  ) 

[y — y'  )  ^  —  ^y^  +  [7'  —  (  '  +  7'  —  ^)y]  ? 

—  («  +  7')  xp  +  [m-hn){n-h'/)z  =  o. 

Comme,  en  outre,  ce  polynôme  se  réduit  à  (7,  m)  7, /2  ])our 
X  =zY=  o,  on  a 

U,„,„=  (7,  m)  [y,  n)Y  ^\  —  [m  -h  n) ,  m  -1-7,  «  -4-7',  7,  7',  .r,  r  [. 

En  ajoutant  membre  à  membre  les  équations  (4>  j»  on  obtient  l'équa- 
tion 

[  [x  —  x-)r—  ixys  +  {y  —  Y' ) t 

'16)  +,^7- (1  +  7  +  7)^]/' 

'        +  r7'—  ( n- 7  +  7') y\q  -^'m  +  n)  [m  +  n-h 7  -f- 7') z  —  o, 

qui  rentre  dans  le  type  (34),  en  faisant 

a  :=  —  \m-\-  n],      5  =  m  -h  n  -h  y  -^  '/ . 

Donc,  en  supposant  7  ^  o,  7'^  o  et  appliquant  la  lôrnude  générale, 
on  trouve  que  !  intégrale 


17 


I^,;;„  =   I '  fx^-'y-^'-'  V,„,„ IJ^,., r/,r r/v  =  o, 


tant  cpic  m  -+-  n^  u.  -+-  v;  l'intégrale  étant  étendue,  comme  précéden.i- 
ment,  aux  valeurs  de  x  et  y,  telles  (pic 

('|o)  x^_o,     J'^o,      I  —  X — Y^o. 
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f.a  forimilp  47  pourrait  ici  se  démontrer  directement  de  la  façon 
suivante.  Soit  Z  un  polynôme  quelconcpie,  et  considérons  l'intéin'ale 
double 

J  =  ^  y  x'f-'f^-'  U,„,„Z  dx  dy 

J  J  ÔJc"'  Or" 

En  intégrant  par  parties  m  fois  par  rapport  a  x  et  n  fois  par  rapport 
à  y,  on  ti'ouve 

J  =  —  I  '"-"  f  r^"'+ï-'  i-"+Y'-' [i  —  x—  v)'"^"  'rr^^^  dx dv. 
I  J  •  ^  -  '        lit"'  dv" 

On  voit  immédiatement  que  J  est  nul  si  Z  est  un  polynôme  de  degré 
moindre  que  m  -h?i,  ou  un  polvnôme  de  degré  /n -f- «  ne  contenniit 
pas  de  terme  en  x'"}'".  Faisons  en  particulier,  dans  J,  Z^I'^,.,  avec 
m  -f-  n  =3  y.  -^  V  ;  alors  la  formule  précédente  donne 

Mais  7 ~^  est  une  constante  qu'il  est  facile  de  calculer  daures 

or"'  Or"  '  ' 

lexpression  de  l.j ,,  au  moven  de  F,;  on  a  ainsi 

,)m-^n  u^^  ,  _^^  (y.  \l.)  (  •;' .  v)  (y  +  a.  m)  (•('  -^ '' ■  'l)(l.  ni  -h  ri)  _ 

dj:"' dr"         '  '  (y, /«)(•,'',  «) 

comme,  d'autre  part,  l'intégrale  /   j  x'"*''~'  y"'^'''~Ui  ~  x  —  y j'"~^"  dx  dv 

est  égale  a 

r(m  -h-{)r(n-h~(')T(m  +  n^i) 

r  (  2  7«  H-  ■?  «  -)-  Y  +  y'  -1- 1  ) 
on  a  donc 

Ces  formules  (4;)  Pt  (48)  suffisent  poin-  calculer  les  coefficients  du 
développement  d'une  fonction  de  deux  variables  en  série   de  poly- 

Journ.  de  Math.  (3^  série),  lame  VHI.  —  Jris  1882.  27 
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iiôiiies  U,„  „.  En  effet,  soit  à  développer  F(r,  v)  en  série  de  la  forme 

(49)  F(a;,r)  =  2A„,„U,„.„. 

Voici  comment  on  peut  calculer  les  coefficients  des  polynômes  Um,„  de 
degré  donné  k,  jn-\-n^k.  Multiplions  les  deux  membres  de  1  équa- 
tion (49)  par  j"^~' j^'""'U|i,vû?a7c(y,  en  supposant  jj. -1- v  =  X-,  et  inté- 
grons entre  les  limites  déjà  indicjuées.  Dans  le  deuxième  membre, 
toutes  les  intégrales  sont  nulles,  sauf  celles  qui  répondent  aux  poly- 
nômes de  degré  X-,  et  l'on  a 

\   f  (fIx,  y)œ-(-'  y-<'-'\]^,,,(lx  dy 
5())  { -'  •' 

(     =A;,oiï;;4-Â,_,,,i^':,,,+...^A,_,,,i^':,,+...  +  A„,j^;;. 

Les  entiers  u,  et  v  étant  assujettis  à  la  seule  condition  p.  -1-  v  =  /•,  on 
pourra  leur  donner  {k-hi)  systèmes  de  valeurs  qui  fourniront  k -h  i 
équations  telles  que  (5o).  De  ces  {k -h  i)  équations,  on  tirera  les  /c  -+-  1 
coefficients 

■^k,ui  A.A_|,,,   ...,   Aa_,-.,,   ....  Ao./,. 

La  méthode  précédente  de  détermination  des  coefficients  pourra 
s'appliquer  à  tous  les  développements  en  série  de  fonctions  possédant 
des  propriétés  analogues  à  celles  exprimées  par  les  équations  (47) 
et  (48).  La  résolution  des  équations  du  premier  degré,  telles  que  (5o), 
conduira  à  former  un  polynôme  V,„„  tel  que  l'intégrale 

I  jx^-'y'^'-'  \J,„,,Y^,,dxdy 

soit  nulle  tant  que  l'on  n'a  pas  m  =  a,  n  =  v.  Mais,  dans  le  cas  actuel, 
il  est  une  façon  plus  simple  d'obtenir  ce  polynôme  de  la  façon  sui- 
vante. Posons,  en  effet, 

V„,,„  =  Fj(//i  -+-  n  -h'/  -h  7',  —  m,  —  n,  y,  •/,  x,y). 

On  voit  que  V„,  „  est  un  polynôme  de  degré  m  -+-  n,  renfermant  un  seul 
terme  de  degré  ttz  +  «,  le  terme  en  x"'y".  Ce  polynôme  Y,„  „  satisfait 
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à  l'équation  (46),  à  laquelle  satisfait  déjà  le  polynôme  i:,„,„,  ainsi  qn  il 
est  facile  de  le  voir  d'après  la  théorie  générale.  Far  suite  on  a,  d'après 
la  formule  (44).  t-n  faisant 

K^-  ^  =  o  tant  que  m  +  n>  y.  +  v.  Supposons  maintenant  m  +  n  =  y.  +  v. 
Alors,  d'après  un  calcul  déjà  fait, 

R^v  ^^  =  (  _  ,  yn^nfr^m.i-yn^r-^  {l  -  CC  -  y/"*"  '^^,1  ^^n  ^^^  ^b' 

Mais,  comme  V^,,,  contient  un  seul  terme  de  degré  m-^n,  à  savoir 
le  terme  x^f,  on  voit  que  R';;;'„  est  nul  tant  que  l'on  n'a  pas 
a  =  m,  V  =  /i.  Si  l'on  remarque  en  outre  que 

Am-\-lt  V  ,  (  7M  H-  /«  -t-  Y  +  ï'.    tn  +  II)  ,  w 

djc'dr"   ~  -        '  (T,  »0(ï'>«)  ^         ^^  . 

on  voit  que 

„,„  _  r(/»  +  i)r(»  +  or(w  +/;  +  i)r(-|-)r('c') 

'^m.n    —       r(,M  4-/t  -(--;  +  y')  (2»i-f-  2«  +T  +t') 

Si  alors  on  veut  trouver  les  coefficients  du  développement  (49  .  on 
voit  immédiatement,  en  multipliant  les  deux  membres  par 

et  intégrant,  que 

^      :=  _L_-  f  fx-^-'  yTf'-'  V,„,„  F(a;,  y)  dx dy. 

27.  Les  polynômes 

W,„, „  =  X ' -\y' -^  ( I  - X  -  y )^  ^  d.r"'  j," 

possèdent  des  propriétés  analogues.  On  voit  facilement  que  ces  poly- 
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iiùmes  satisfont  à  l'éqiiutioii  différentielle  (3'|),  dans  laquelle 

«  =  —{m  4-n). 
On  a,  en  outre  (  '  ), 

W,„  „=  rj,m](-/ , njii  —  jc  —  Y)"'^"Fn(y  +  y'  —  &.  —m,  —«,7,7', — — ^- )■ 

28.   Faisons    dans    l'équalion    différenlielle    ^34)    la    substitution 
£r  ^  P,  j'  ;=  y;-  ;  elle  devient 

f  -^|^(27'-I)^-(2a-^2<î+l)•/;|^-4«o'=  =  o. 

Supposons,  en  particulier, 

7  =  7'  =  î' 
1  équation  devient 

\      h-^i--'5-);j;i-('-^«  +  2o  +  .)(?^  +  -,^-^)~4«o;  =  o, 

équation  qui  possède  la  propriété  de  ne  pas  changer  quand  on  \  fait  la 
substitution 

I  ^=.  l'cosî  —  Yj'sin?,      y;  =  l'sinî  ~l-  v^'oosî. 

Pour  les  fonctions  satisfaisant  à  cette  équation  (Sa)  la  formule  {\!\  ) 
devient 

/   /  X  '^y  -  (  I  —  X  —yf'*'''~^  3S,  dxdy  =  o, 

a  condition  que 

X(5-«4-X)^o: 


(')  Voir    Archiv  der  Matlienialik  itnd   l'Itysik  de  GriiniTl.   iSSi.    1.   I.W'I, 
.  238. 
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et,  en  remplaçant  les  variables  a-  et  y  par  |-,  r/', 


53: 


ff(l^^-Yl'r'-'zZ,d^d^=0, 


rintégralion  étant  étendue  aux  valeurs  de  &,  /]  telles  que  i  —  ç-  —  yî'-^o. 
Parmi  les  fonctions  particulières  précédentes  se  trouvent  : 

i"  Les  i)olvnàmes  de  M.  Herniite  U'„  „  = '',>,„  [  „ et  les 

polynômes  adjoints  V„,  „  (Mémoire  de  Didon,  Annales  de  l'École  Nor- 
male,   t.    V,    p.    237    et    243).    Pour    ces    fonctions,    a= ^ — > 

^         //(  -h  n 

I)  —  ^ h  I  . 

2°  Les  fonctions  plus  générales  considérées  par  Didon 

(J"'+"(;2+T,2— 1)"'+"+'' 


P„,  „  = 


ÔV"  Or 


,          .                                           c          ■                          m  ^  n         ,      ^       m  +  Il 
iloc.  cit. ,  p.  272).  Pour  ces  fonctions,  a  = ^ 1-  n,  o  =  — ^ 1-  i , 

par  suite  a.-hâ  =  h-hi.  En  particulier,  on  a  les  fonctions  répondant 
à  A  =  |,  /i=  —  \{loc.  cit.,  p.  275).  (Toutes  ces  fonctions  peuvent 
d'ailleurs  s'exprimer  à  l'aide  de  la  fonction  F^). 

3°  Les  fonctions  spliériques.   Prenons  en  effet  l'équation  différen- 
tielle de  la  fonction  Y„, 


cot J  -^  -+-  rr-^TT,  x-^  +  n(n  +  ij3  =  o, 


^^j-f-COt^  jO  "*"  sin-0  d-i 
et  faisons 

sinîcos'i)  =  |,     sin'5sin'i5  = -/j. 

L'équation  devient 
équation  qui    devient  identique  à    l'équation     ■>2     lorsqu'on    (lonnt\ 


2l4  APPEIL. 

dans  cette  dernière,  à  a  et  o  les  valeurs 


l.a  formule  (53)  donne  alors  la  formule  bien  connue  qui  sert  à 
trouver  les  coefficients  du  développement  d'une  fonction  de  deux  va- 
riables en  série  de  fonctions  sphériques. 

29.  Sur  quelques  cas  limites  des  fonctions  précédentes.  —  Les  poly- 
nômes à  une  variable  dont  s'occupe  M.  Hermite  {Comptes  rendus  des 
séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LVIII,  p.  gS-aOô)  peuvent  être 
considérés  comme  limites  de  certains  polynômes  de  Jacobi.  En  effet, 
les  polynômes  de  Jacobi  {Journal  de  Crelle,  t.  56,  p.  149)  satisfont  à 
l'identité 

(54)    F{c(-h  n,  —  n,y,ar)  =  -^^ — ^-^^ ■ ■ 

Supposons  que  l'on  ait 

d  où 

2  +  1         ^  ot- —  I  ^   a  —  I 

et  faisons 

JC=-(  I  -1-  -^  ") . 

I  étant  luie  nouvelle  variable.  L'équation  (42)  devient 


l^H"'-"'^'î(/^à)l 
„d" 


a.- 


T(ï-t-')---(ï-i-«  — I)  </;" 

d'où  enfin 


dl." 


7  H- l)... (y +  «  —  !)[  a  -H  f      t  /  :    \| 
F[„-.„,-„,_,;(,  +  ^^)j. 
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Faisons  croitre  a  indéfiniment  par   valeurs  positives,  cette  identité 
devient 


di." 


\m 


\  X  -h  n,  —71, >  -     I  -I — F 


où  le  premier  membre  est  ini  polynôme   de  M.   Hermite. 

Les  polynômes  de  deux  variables  analogues  aux  précédents  con- 
sidérés par  M.  Hermite  se  rattachent  d'une  façon  semblable  aux  fonc- 
tions précédentes  satisfaisant  à  l'équation  (44)-  Pour  le  montrer,  je 
rappelle  que  le  polynôme 


u;„  =  (-!/' 


,bxy+cy-,0" 


ibxy+cy- 


dx'"  à}"- 
de  M.  Hermite  satisfait  à  l'équation  différentielle 


../,>  O.i-  <)v-  dx  av 


ne 


I2\\     <)^    ,      àU  ,..-1 


ainsi  qu'il  résulte  des  équations  simultanées  indiquées  par  J\l.  Hermite 
{Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  t.  TA  Hl,  ij.  q  j- 
266).  Dans  l'équation  (56),  faisons 

elle  devient 


—  Ur 


d.r''        dy'- 
(îela  posé,  dans  l'équation  générale  (ja),  faisons 


m  -+-  n 


-4-/       i:—    '^  >■ 
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cette  équation  prend  la  forme 

^  '  ôx  •    dx  or  ■      '  dv  • 


/Il  -r  «   j  2  /  -I-  m  +  /i   :  =  (). 


Si  l'on  l'ait  croître  /  indéfiniment,  après  avoir  divisé  tous  les  termes 
par  f,  cette  équation  tend  vers  une  équation  limite  qui  n'est  autre  que 
l'équation  (58),  à  laquelle  satisfait  le  polvnôme  U'^„  „. 

L'équation  (53)  donne,  comme  on  le  voit  unmédiatemeiit,  la  pro- 
priété fondamentale  des  polvnômcs  U)„  „.  En  effet,  faisons-v  d'abord 

et  faisons  croître  l  indéfiniment;  elle  donne 

/    /e  '  zz,(ïx' ciy  =0, 

l'intégrale  étant  étendue    à    toutes   les    valeurs   des    variables.    Puis, 
d'après  (5 7),  faisons 

y^y'S/ir     ^■'=-rsâ  +  ^^y, 
nous  axons 

f   f  (!  :■:■,  dr  clY  =  o, 

ce  qui  est  la  propriété  bien  connue  de  ces  pol\  nômes  l  ,„„. 
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Théorie   de   V Electrostatique  ; 
Par  m.  h.   RESAL. 


«  ^  T-  —   Généralités. 

1.  Dans  l'exposé  suivant,  nous  n'avons  aucune  prétention  à  l'inven- 
tion. Nous  n'avons  pour  objet  que  de  coordonner,  à  notre  point  de 
vue,  les  résultats  non  sujets  à  contestation  obtenus  par  Poisson  et  ses 
savants  successeurs,  Gauss,  Green,  Clausius,  Bertrand,  etc. 

Sans  remonter  plus  haut,  nous  trouvons  la  fonction  des  forces  dans 
les  OEmres  de  Laplace  et  de  Lagrange.  Plus  tard  Gauss  désigne  cette 
fonction  sous  le  nom  de  potentiel,  expression  qui  est  devenue  depuis 
d'un  usage  général  dans  l'enseignement. 

L'emploi  du  potentiel  en  électrostatique  est  souvent  entaché  d'ob- 
scurité, à  ce  point  que  bien  des  géomètres  physiciens  ont  prétendu 
que  l'on  y  faisait  une  trop  large  part  à  l'arbitraire  et  n'ont  pas,  par 
suite,  montré  une  grande  sympathie  pour  ce  genre  de  recherches.  Nous 
nous  sommes  surtout  attaché  à  faire  disparaître  les  ambiguïtés. 

Les  formules  de  Green  se  manient  avec  la  plus  grande  sûreté  lors- 
qu'on y  regarde  d'un  peu  prés;  elles  n'ont  d'ailleurs  d'autre  objet 
que  de  conduire  immédiatement  à  certains  résultats  généraux  et  de 
supprimer  des  combinaisons  pénibles  d'intégrales  définies,  auxquelles 
on  est  conduit  en  suivant  la  voie  ordinaire  tracée  par  la  Mécanique 
rationnelle. 

2.  Pour  expliquer  les  faits  qui  se  rapportent  à  l'électricité  à  l'état 

Jouni.  de  ilntli.  {i'  série),  tome  Vlll.  —  Jiillet  1883.  28 
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d'équilibre,  on  a  recours  à  une  hypothèse  que  l'on  peut  résumer  ainsi 
qu'il  suit  : 

«  Lorsqu'un  corps  n'est  pas  électrisé  ou  qu'il  se  trouve  à  l'état  na- 
turel,danschacune  de  cesmolécules  se  trouvent  concentrés  deux  fluides 
impondérables,  en  quantités  égales  censées  indéfinies,  qui  sont  à  l'état 
lie  combinaison.  Quoique  ces  deux  fluides  se  neutralisent  ou  qu'ils  ne 
produisent  aucun  effet  physique,  on  est  cependant  convenu  d'appeler 
fluide,  neutre  leur  état  de  combinaison.    » 

Pour  que  le  corps  soit  électrisé,  il  faut  qu'il  y  ait  décomposition  par- 
tielle du  fluide  neutre  dans  ses  deux  éléments  et  que,  par  un  procédé 
quelconque,  on  ait  fait  disparaître  un  tle  ces  éléments,  ou  encore 
que  Ion  ait  réparti  ces  mêmes  éléments  sur  deux  parties  distinctes  du 
corps.  • 

Les  deux  éléments  du  fluide  neutre  ont  reçu  respectivement  les  noms 
Ae  Jluide  positif  e^  Ae  fluide  négatif.  Quoiqu'ils  n'aient  cju'un  caractère 
fictifs,  on  suppose  qu'ils  jouissent  des  propriétés  de  la  matière;  c'est 
ainsi  que  l'on  considère  une  molécule  matérielle  électrisée  comme 
renfermant  une  molécule  électrique,  dont  la  masse  mesure  V intensité  de 
l'électricité. 

En  partant  de  là  et  des  lois  de  Coulomb,  on  a  été  conduit  à  poser 
ce  principe  élémentaire  : 

Deux  molécules  s'attirent  ou  se  repoussent,  sitii'anlqu  elles  appartiennent 
aux  deux  électricités  de  signe  contraire  ou  à  la  même  électricité;  leur  ac- 
tion mutuelle  est  proportionnelle  à  leurs  masses  et  varie  en  raison  im'ersc 
du  carré  de  leur  distance. 

Nous  admettrons  que  chaque  masse  électrique  élémentaire  a  une  , 
valeur  algébrique  et  qu'elle  porte  avec  elle  le  signe  de  l'électricité  à 
laquelle  elle  appartient.  Ainsi,  si  m  est  la  masse  d'une  molécule  élec- 
trique appartenant  à  l'électricité  positive,  elle  devra  être  prise  en  va- 
Iciu' absolue;  si  m',  est  la  masse  d'une  autre  molécule  électrique  agis- 
sant sur  la  |)récédente,  elle  devra  être  considérée  connnc!  positi\e  ou 
négative  selon  qu'elle  a|)partiendra  à  la  même  électricité  ([ue  ni  on  à 
l'autre  électricité. 
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En    désignant  par  r,    la  distance  des  m,  ni^,  nous  représenterons 
par 


leur  action  mutuelle,  qui  sera  positive  si  c'est  une  répulsion  et  néga- 
tive dans  le  cas  contraire.  Nous  supposons  ainsi  que  l'on  prend  |)our 
unité  de  force  électrique  l'action  mutuelle  de  deux  masses  électriques 
égales  à  l'unité,  dont  la  distance  est  aussi  égale  à  l'unité. 

Le  travail  total  de  l'action  ci-dessus,  pour  une  variation  quelconque 
de  r, ,  sera  aussi 

m  ni. 


(M 


~  const. 


3.   Fonction  potentielle  et  potentiel.  —  Soient 

/n,,  ni.,,  ...,  m^.  ...  les  masses  de  molécules  électriques  agissant  si- 
multanément sur  la  masse  m. 

a:,  y,  s  les  coordonnées  du  point  m  parallèles  à  trois  axes  rectangu- 
laires Ox,  Ov,  Oz. 

x'-,  y\,  s)  les  coordonnées  semblables  du  point  m[; 

r,=  \/(a;  —  x'i)'  +  \y  —  jl)^+  (-^  ~  ^i)'  ^^  distance  mni^;  » 

X,  Y,  Z  les  composantes  parallèles  aux  axes  ci-dessus  de  la  résul- 
tante F  des  actions  exercées  sur  m  par  les  rri-. 

Nous  désignerons  sous  le  nom  Aq  fonction  potentielle  la  fonction  de 
X,  y,  z  définie  par 

et  de  potentielle  la  masse  m  l'expression 

( 2  )  m^ . 

Le  potentiel  n'est  autre  chose,  à  une  constante  près,  que  le  travail 
total  de  F  ou  des  actions  exercées  par  les/nj  sur/w  lorsqu'on  fait  varier 
les  distances  r'^  de  quantités  finies. 
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Supposons  que  les  molécules  m',  forment  une  masse  électrique  telle 
qu'on  puisse  la  considérer  comme  continue;  soient  du  \n\  élément  de 
volume  en  un  point  quelconqvie  m!  de  cette  masse,  p  la  densilé  corres- 
pondante, positive  ou  négative  selon  la  nature  du  fluide;  comme 
on  peut  prendre  m'=  p  f/«,  nous  aurons,  au  lieu  de  l'équation  (i),  la 
suivante 


r  du 


l'intégrale  s'étendant  à  toute  la  masse  fluide. 

La  fonction  potentielle  peut  être  étudiée  indépendamment  de  toute 
idée  de  masse  attribuée  au  point  m  ainsi  réduit  à  l'état  d'un  point  géo- 
métriqut",  point  c{ue  nous  désignerons  sous  le  nom  de  centre  potentiel. 
En  faisant  varier  la  position  de  ce  centre,  on  n'obtiendra  un  potentiel 
quelorsquece  centre  pénétrera  dans  l'intérieur  delà  masse  fluide  con- 
sidérée ou  dans  une  autre  masse  sur  laquelle  agit  cette  dernière. 

4.  Propriétés  du  potentiel  et  de  la  fonction  potentielle.  —  Les  formules 
relatives  à  l'attraction  d'un  corps  grave  sur  un  point  matériel  ('  )  s'ap- 
pliquent évidemment  ici,  en  y  changeant  le  signe  de  V. 

Nous  avons  d'abord 

/  ,\  -V  '^l^'       X-  d\       „  d\ 

4  X  ^  //i  -r-  >      1  =  m  -7-  >    Z  =  /n  -T-  • 

^    '  d^-  dy  dz 

Concevons  que  l'on  fasse  subir  à  m  un  déplacement  élémentaire  d: 
suivant  une  certaine  direction  m^  et  soit  Fç  la  composante  de  F  suivant 
cette  direction.  Nousaurons,  en  égalant  entre  elles  deux  exjjressions  du 
travail  élémentaire, 

m  dY  =  Fç  dE, 
d'où 

,..  -,  dW 

(')  Œuvres  de  Laplacc,  t.  Il,  liv.  IH;  Duhamel,  Cours  de.  Mécanique  de 
l'École  Polytechnique  (édit.  de  iS.'p),  t.  II,  p.  i65  et  suiv.  ;  H.  Hes.vi.,  Truite 
élémentaire  de  Mécanique  céleste,  Cli.  III. 
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En  désignant  par  C  une  constante  arbitraire,  l'équation  en  cc,j-,  z. 

V  =  C. 

représente  inie  famille  de  surfaces  dites  de  niveau. 

Si  m  est  un  point  de  l'une  de  ces  surfaces,  et  si  la  direction  de  m  ^  est 
comprise  dans  le  plan  tangent  à  celte  surface,  nous  aurons,  en  vertu  de 
la  formule  (5), 

Fç=  G, 

et  l'action  exercée  sur  m  est  par  suite  normale  à  la  surface  de  niveau 
correspondante 

Soit  dn  la  portion  de  la  normale  ;i  la  surface  de  niveau  ci-dessus, 
menée  au  point  m,  limitée  par  une  autre  surface  de  niveau  qui  en  est 
infiniment  voisine;  nous  aurons 

(6)  ^^  =  -S        (')• 


C)  Il  nous  paraît  intéressant  de  trouver  l'expression  de  Tangle  formé  ])ar  les 
plans  tangents  en  deux  points  correspondants  de  deux  surfaces  de  niveau  consé- 
cutives. 

Soient  (  fîg.  i)  \"  =  C,  ^' =  C  -h  dC  les  équations  de  ces  surfaces  (A)  et  (A,): 
/«,  les  points  ou    la  normale  au  point  m  de  la  première  rencontre  la  seconde  ou 

Fig.   I. 


le  point  correspondant  de  m.  Nous  prendrons  pour  plan  de  la  figure  celui  de  l'une 
des  sections  principales  de  (A)  en  m,  déterminant  dans  cette  surface  la  courbe 
aa'  et  dans  l'autre  le  profd  ai«', . 

Portons  sur  aa'  à  partir  de  m  la  longueur  infiniment  petite   iniii'  =r  ds  et  dé~i- 
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Si  le  point  m  n'est  pas  compris  dans  l'intérieur  de  la  masse  fluide,  la 
fonction  potentielle  satisfait  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  sui- 
vantes : 

-     ,  d-\  r/-\         d-\ 

Dans  le  cas  contraire,  on  a 

d^\        d^-X        d-\ 

p  étant  la  densité  du  fluide  au  point  intérieure. 


gnons  par  i}i\  le  point  correspondant  de  m';  menons  en  /«,  la  parallèle  à  /nui' 
jusqu'à  sa  rencontre  (j  avec  m'/)i\,  nous  avons,  en  supposant  la  masse  m  ét;ale  à 
1  unité. 

d/i  ^  mm^, 
„       dC        ,         dC 

(//(  F 

,  ddn  „      F 

m ,  a  :=  — : —  ds  z=  flC  -7—  > 

'  '  ds  ds 

cl.  en  appelant  i  l'angle  ni\niiq. 

•_"'ig    ^^        ^'/•  — //r     ^ 
nii  q  mm'   ^^  ds 

Si  l'on  distingue  par  un  accent  les  valeurs  de  i  et  ds  qui  se  ra|)porleni  à  l'auln» 
section  principale,  on  a  de  même 

d\ 

,'  =  dC~- 
ds 

Prenons  les  directions  de  mnii,  mm'  pour  a\es  des  ;  et  des  x.  réquatimi  du 
plan  jjarallèle  eu  ni    au   plan   tangent  mené  au   point  «j,  sera 

^  tang  i  H-  j' tang  i' —  z=^  o. 

Le  cosinus  de  l'angle  cherché  y,  que  forme  ce  plan  avec  le  plan  .rmy,  sera  douiu' 
par 


\li-^lAn^,'- 

i  -+-  lang-«' 

dC 

/dP-       rfF^ 
'    ds'-  ^  ds"- 

■'=^''^'"=Vi\ 
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Enfin,  si  le  point  m  se  trouve  à  la  surface,  on  a 
,    ,  d-\       d-\        d'\ 

§  lî.  —  De  l'équilibre  électrique  d'un  conducteur. 

a.  Niveau  potentiel.  —  Si,  à  un  instant  quelconque,  un  corps  con- 
ducteur possède  une  certaine  quantité  libre  d'électricité,  cette  quantité 
ne  subira  aucune  modification  que  si  l'on  se  trouve  dans  les  conditions 
suivantes  : 

1°  Le  corps  doit  être  placé  dans  un  milieu  non  conducteur,  et  qui 
exerce  sur  sa  surface  une  pression  supérieure  à  zéro;  2°  il  ne  doit  se 
trouver  en  contact  qu'avec  des  corps  non  conducteurs;  3"  il  doit  être 
suffisamment  éloigné  d'autres  conducteurs,  pour  que  ces  derniers 
n'exercent  sur  lui  aucune  action  appréciable. 

Si  l'équilibre  électrique  est  établi,  les  deux  fluides  restent  à  l'état  de 
combinaison  dans  toutes  les  molécules  matérielles  du  corps. 

En  effet,  supposons  que,  en  un  point  de  ce  corps,  le  fluide  neutre  se 
trouve  décomposé  en  ses  deux  éléments  égaux  m  et  m' .  L'un  de  ces 
éléments  étant  soumis  à  une  attraction  et  l'autre  à  une  répulsion,  ils  se 
sépareraient  de  plus  en  plus,  c'est-à-dire  qu'il  y  aurait  mouvement  de 
l'électricité,  ce  cjui  est  contraire  à  l'hypothèse  de  l'équilibre. 

Ainsi  donc  il  ne  s'exerce  aucune  action  électrique  dans  le  corps  à 
partir  de  sa  surface,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

X  =  o,     Y  =  o,     Z  =  o, 

ou,  d'après  les  équations  ('(),  que  la  fonction  potentielle^  a  une  valeur 
constante  dans  tout  l'intérieur  du  corps.  Cette  constante,  qui  joue  un 


(')  On  ne  donne  pas  généralement  celte  formule,  mais  on  l'établit  de  la  même 
manière  que  la  formule  (8),  par  la  considération  d'une  sphère  d'un  rayon  inlîni- 
ment  petit  ayant  son  centre  en  m.  Mais  l'on  voit  ici  que  l'on  ne  doit  considérer 
que  la  moitié  du  potentiel  de  cette  sphère. 
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rôle  important  dans  la  théorie  de  l'Électrostatique,  a  reçu  le  nom  do 
niveau  potentiel. 

L'équation  (8)  donne,  pour  l'intérieur  du  corps,  jo  =o,  ce  qui  de- 
vait paraître  évident  à  priori.  On  déduit  de  là  que  le  potentiel  d'un 
point  intérieur  du  conducteur  est  nul. 

D'après  ce  qui  précède,  on  voit  que  la  seule  hypothèse  que  l'on 
|)uisse  faire  est  de  supposer  que  l'électricité  forme  une  couche  répandue 
sur  la. surface  du  corps,  et  que  cette  surf;\ce  est  une  surface  de  ni- 
veau (').  L'épaisseur  de  la  couche,  généralement  variable  d'un  point  à 
un  autre  de  la  surface  du  corps,  ne  peut  pas  être  appréciée;  toutefois, 
on  admet  qu'elle  est  très  petite. 

La  couche  électrique  n'exerçant  aucune  action  sur  le  corps,  récipro- 
quement le  corps,  dans  ses  éléments,  n'exerce  aucune  action  sur  la 
couche.  D'où  il  suit  que  chaque  molécule  électrique  de  cette  couche 
n'est  soumise  qu'aux  forces  répulsives  provenant  des  autres  parties  de 
la  même  couche. 

La  fonction  potentielle  clumgera  hi-nsquement  de  valeur  quand  on 
jiassera  d'un  point  de  la  surface  à  lui  jjoint  de  la  couche  cjui  en  sera 
aussi  voisin  que  l'on  voudra;  il  en  sera  de  même  lorsque  l'on  passera 
d'iMi  point  de  la  couche  à  un  point  de  sa  siu'face  extérieure;  c'est  ce  qui 
résulte  des  équations  (8)  et  (9). 

(>.  Densité  électrique  superficielle.  Charge  électrique.  —  Soient  d'à  un 
élément  i\v.  la  surface  du  corps;  s  et  o  l'épaisseur  et  la  densité  corres- 
pondantes de  la  couche  électrique;  on  jx-ut  prendre  du  =  edui,  et  li 
formide  (3)  devient 

Mais,  comme  il  est  impossible  d'apprécier  p  et  c,  il  e.st  plus  simple 


(')  I^a  surface  libre  de  la  couche  ne  sera  généralement  pas  une  surl'arc  de  ni- 
veau, quoiqu'elle  ne  soit  soumise  qu'à  une  pression  normale.  En  oHet,  la  coikII- 
lion  qui  exprimerait  qu'elle  est  île  niveau  sera  presque  toujours  incompallMo 
avec  celle  qui  exprime  que  lu  valeur  de  la  fonction  potentielle  de  la  couche  est 
constante  pour  tous  les  points  du  corps  conducteur.  La  distriluition  des  pressions 
dans  la  couche  différera  donc  quelque  peu  de  celle  que  donne  l'Ilydro^itatique. 
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de  poser 

^.  =  1u 

h  étant  ce  que  l'on  est  coinemi  d'appeler  la  densité  superficielle  de  Vé- 
lectricité.  On  a  ainsi,  pour  la  fonction  potentielle, 

(i5)  Y  =  -  fh'-^, 

et  pour  la  masse  de  la   couche  électrique,  c'est-à-dire  la  charge  élec- 
trique du  corps. 


16)  M 


/'' 


Des  considérations  cjui  précèdent,  il  résulte  cpie  l'électricité  j)eut 
être  regardée  comme  formant,  à  la  surface  du  conducteur,  une  pelli- 
cule sans  épaisseur  appréciable,  mais  avant  une  densité  constante  ou 
variable  par  unité  de  surface. 

7.  Relation  entre  deux  charges  que  peut  recevoir  un  conducteur  et  les 
deux  fonctions  potentielles  correspondantes  relatives  à  un  môme  centre.  — 
Si  l'on  substitue  à  la  couche  électrique  dont  la  densité  superficielle 
est  h  une  autre  couche  dont  la  densité  soit  proportionnelle  à  cette  der- 
nière, la  nouvelle  satisfera  encore  à  la  condition  de  l'équilibre  élec- 
trique, car,  puisque  V  est  constant  dans  l'intérieur  du  corps  dans  le 
premier  cas,  il  le  sera  également  dans  le  second. 

Soient  jM'  et  Y'  ce  que  deviennent  M  et  Y,  lorsqu'on  passe  du  premier 
état  d'équilibre  au  second,  en  concevant  le  même  centre  potentiel. 
Nous  aurons  évidemment 

W         V 
(^7)  M^V' 

et,  en  distinguant  par  l'indice  o  les  valeurs   que  prennent   \  '   et  V 
lorsque  le  centre  potentiel  se  trouve  dans  l'intérieur  du  conducteur, 

(17J  M=V;- 

Journ.  de  Math,  ( .{"  série),  lome  VIII.   —  Juillet   i88a.  2C) 
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On  voit  ainsi  que  deux  charges  électriques  successives  d'un  même 
corps  soiil  proportionnelles  aux  nweaux  potentiels  correspondants. 

On  comprend  ainsi  ce  que  l'on  doit  entendre  en  disan  t  que  l'on  charge 
un  corps  à  un  niveau  potentiel  déterminé. 

f.es  fornuiles  (17)  et  (17)  peuvent  se  mettre  sous  les  formes  sui- 
vantes, 

(•18)  MV'  =  M'V, 

(18')  M\';  =  M'Vo. 

8.  Rappel  d'une  formule  de  Green.  —  Soient 

U,  V  deux  fonctions  des  trois  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z,  assu- 
jetties, ainsi  que  leurs  dérivées  partielles,  à  rester  finies  dans  un  vo- 
lume termirié  par  une  surface  fermée  ; 

du,  d'jù  deux  éléments  respectifs  du  volume  de  la  surface  ; 

dn  une  longueur  infiniment  petite  portée  à  partir  de  la  surface  sur  la 
normale  extérieure. 

On  a  la  relation 

,     /'-,,/V/'V        il'\        d-\\         t\,  d\   j 

dans  lacjuelle  la  première  et  la  troisième  intégrale  se  rajjportent  au  vo- 
lume et  les  deux  antres  à  la  surface. 
Prenant  U  =  i ,  on  a  simplement 

9.  Action  exercée  par  une  couche  électrique  en  équilibre  sur  un  point 
de  sa  masse.  -  Ce  problème  comporte  trois  questions  que  nous  allons 
examiner  successivement. 
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1°  Soient  [fig.  'i) 

A ,  B, ,  A^  Bo  deux  surfaces  de  niveau  comprises  dans  la  couche,  qu'il  est 
inutile  jusqu'à  nou\el  ordre  de  considérer  comme  extrùmement 
voisines; 

6?w,  =  a^b^  un  élément  de  la  première  d'entre  elles; 

d'ji2  =  «2^2  l'élément  de  la  seconde,  déterminé  parle  lieu  géométrique 

Fig.  2. 


des  courbes  ('  ;  parlant  des  points  du  périmètre  de  r/oj,,  et  qui  sont 
normales  aux  surfaces  de  niveau  comprises  entre  A,  15, ,  A^B,. 

Supposons  que  A,  B,  soit  celle  des  deux  surfaces  qui  se  trouve  la  plus 
rapprochée  de  la  surHice  du  conducteur. 

\"ous  allons  appliquer  la  formule  (A')  au  volume  a^a^b^b..  Si  l'on 
a  égard  à  l'équation  (8  j,  qui  s'applique  à  tous  les  points  intérieurs  de 
ce  ^■olume,  on  voit  cpie  le  j)remier  membre  de  la  formule  précitée  se 
réduit  à 

4-  f ç,du  =  \zcm, 

dy[  étant  la  masse  électrique  contenue  dans  le  volume  considéré. 

La  surface  latérale  [a^a.^,  b^b,)  ne  donnera  pas  de  terme  dans  It- 
.second  membre  de  la  formule  (A'),  puisque,  en  chacun  deses  points,  la 
force   lui    est    tangente.    L'élément    a.bn^  d'^^    donnera    le    terme 

('-^  j  r/wj,  et  l'élément  f/oo,,  le  terme  (y-)  d'ù^  ;  mais  il  faudra  donner 

à  cette  dernière  expression  le  signe  —,  si  l'on  continue  à  désigner  par 

(')  Les  courbes  de  cette  nature  ont  reçu  de  Faraday  le  nom  de //^«e«  de  force 
(Expérimental  researches  in  electricity,  t.  \,  p.  383  et  suiv.),  parce  que  la  tan- 
gente en  chacun  de  Ieur>  points  donne  la  direction  de  la  force  correspondante. 
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dn  la  distance  du  point  a,  de  la  surface  A,B,  à  une  surface  de  niveau 
qui  en  est  infiniment  voisine,  et  comprise  entre  elle  et  AjBo,  tandis  que, 
au  point  de  vue  de  la  formule  (12),  dn  a  une  signification  contraire. 
Nous  avons  donc 

ia)  (:^^d..-(^)d.,  =  ^.dM       •), 

ce  qui  exprime  que  la  différence  des  forces  électriques  qui  s' exercent  sur 
deux  éléments  correspondants  de  deux  surfaces  de  niicau  est  égale  au 
produit  par  '\ri.  de  la  masse  électrique  contenue  dans  le  volume  orthogonal 
déterminé  par  ces  deux  éléments. 

2"  Sujiposons  maintenant  que  AiB,  soit  la  surface  du  conducteur: 

comme  nous  l'avons  fait  remarc[iier  plus  haut,  le  terme  (-7-)  ''/<"  t^''""' 
respond  à  un  dé[)lacenient  normal  dans  l'inléricur  du  corps  où  la  fonc- 
tion potentielle  est  constante;  ce  terme  est  donc  nul. 

En  admettant  maintenant  cpie  la  couche  électrique  soit  extrêmement 
mince,  que  A.,!)^  passe  par  un  point  de  la  surface  libre  situé  dans  Tin- 
térieur  de  la  surface  latérale  [a^a..,  b^bA,  nous  pourrons  prendre 

dyi  =  hd'M,, 

Il  étant  la  densité  de  la  couche  électrique  en  a,  ;  en  supprimant  l'in- 
dice 2  devenu  inutile,  l'équation  (a)  se  réduit  ainsi  à  la  suivante, 

qui  exj)rime  que  : 

La  force,  rapportée  à  Vanité  de  masse  exercée  en  un  point  de  lacouche 
électrique,  est  égale  au  produit  par  471  de  la  densité  superficielle  correspon- 
dante. 

3°  L'action  totale  exercée  sur  la  masse  :  a,a.,,  b,  b.,  ]  sera 

h  d'ji .  '\ ~lt  =  '\~lt "  d'ii . 

(  '  )  En  supposant  dW.  =;  o,  on  retombe  sur  un  tliéorènie  de  Michel  Chasles. 
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Soient  P  la  pression  extérieure  normale  censée  constante  (estimée 
en  unités  de  force  électrique)  exercée  sur  la  pellicule  électrique;  Nr/w 
la  ro'^action  de  la  siu'fac(>  du  corps  conducteur  stu-  l'élément  f/o)  ;  on  a 

N  =  P-  \nh-. 

Pour  que  l'équilibre  ait  lieu,  comme  nous  l'avons  supposé,  il  faut 
que  iN  soit  positif  et  cpie  l'on  ait,  par  suite, 

(20)  niax.A'-  '<  7— • 

Dans  le  cas  de  l'égalité,  l'équilibre  serait  instable  et  le  fluide  tendrait 
à  s'écouler  au  point  de  la  surface  correspondant  au  maximum  de  Ir . 

10.  Distribution  de  V électricité  sur  un  ellipsoïde.  —  On  sait  qu'une 
couche  homogène  n'exerce  aucune  action  sur  un  point  et  son  intérieur 
lorsqu'elle  est  limitée  pardeux  surfaces  ellipsoïdales  concentriques  dont 
les  axes  coïncident  en  direction.  On  déduit  de  là  qu'une  couche  élec- 
trique sur  un  ellipsoïde  peut  être  considérée  comme  ayant  une  densité 
de  masse  constante  p,  et  comme  étant  limitée  extérieurement  par  une 
surfilée  semblable  dans  les  conditions  ci-dessus  définies.  Il  nous  est 
inutile,  jusqu'à  nouvel  ordre  du  moins,  de  supposer  cpie  la  couche  est 
extrêmement  mince. 

Soient 

a,  b,  c  les  demi-axes  de  l'ellipsoïde,  dont  les  directions  sont  O^,  Ov, 

Or; 
).  le  rapport  de  similitude  de  la  surface  libre  de  la  couche  ; 
p  la  distance  du  centre  O  au  plan  tangent  mené  au  point  (,r,  v,  =)  de  la 

surface  du  conducteur; 
e  =  (X  —  i)/>  l'épaisseur  correspondante  de  la  couche. 


[a] 


Nous  avons 

(m  =  ^^nabc.p[V-i), 

\   h  —  pil  ■—  i)p, 
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d'où 

(b)  h=-T  — -, — ■  ,      . 7 

OU,  en  remplarant/j  par  sa  valeur  en  fonction  des  coordonnées, 

[c]  h 


\    a*        b*        L" 


Pour  déterminer  le  niveau  potentiel,  nous  pourrons  prendre  poin- 
centre  potentiel  le  centre  O  de  l'ellipsoïde. 

Concevons  un  cône  partant  du  sommet  O,  et  dont  l'ouverture  sphé- 
rique,  infiniment  petite,  soit  </w.  Ce  cône  déterminera  dans  la  couche 
ini  élément  de  volume  que  nous  pourrons  diviser  en  d'autres  éléments 
secondaires  par  les  surfaces  infiniment  voisines  semblables  à  celle  de 
l'ellipsoïde. 

Soient  r,  r':=  ru  les  portions  d'une  génératrice  du  cône  déterminées 
par  l'ellipsoïde  et  l'une  des  surfaces  ci-dessus;  la  fonction  potentielle 
d  un  élément  secondaire  sera 

—  pr'-  f/w  —7  =  pr^  d(j}U  du, 

et,  en  intégrant  entre  les  limites  u=z  i,u  =  ),,  on  obtiendra,  pour  celle 
de  l'élément  déterminé  par  le  cône, 

—   p ; /  -  d'A  . 

Ainsi  donc  nous  aurons,  pour  le  niveau  potentiel  cherché, 


(d) 


V„  =  -p — ^—j  r-d'.,. 


l'intégrale  s'étendant  à  la  surface  entière  de  l'ellipsoiiie. 

Soient  0  et  9  les  angles  formes  par  r  avec  Oz  et  ses  projections  sur 
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ce  plan  rOv  avec  Ox;  nous  avons 

6?w  =  sinO  cl'f  dO, 
X  =  rsinôcosç, 
v:=  rsin5  cosç;, 

(»f  de  l'équation  de  l'ellipsoïde  on  tire,  par  suite. 


'     ^   ^~T 


sin^6cos-o        sin'Osin-»        cos^O 


a-  y-  c- 

La  formule  '  d  ;  devient  ainsi 

"  '  1  '  '      I  sin-6cos-a  sin-')cos-o        ros-() 

J  a-  h-  c- 


uu  encore 


(«)v„=-p^v^r./y 


f      cos-<i 


o        sin^o        /  I         cos-'i        sui-'i 
l/'^  \  c-  a-  b- 


en  posant  u  =  cos5. 

Supposons  d'abord  que  les  trois  axes  soient  inégaux  et  que  l'on  ait 

a  >  6  >  c, 
et  posons 

a-  b-  c-  a-  b- 

L'intégrale  par  rapport  à  u  de  l'expression  (e)  prend  la  forme 


A  2  ,         B 

arctang-r  ; 


AB    I  B^<2        AB  ï^A 

1l^ 
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par  suite,  on  a 

i  t'(j           //cos-ç        sin-o\  /  I         cos-ç        sin^ç. 

\  y  \'~â^  ^ '^/^ )  \y'       «^       ^ 


X  arctano 


Slll-t5 

L>-  ' 


cos^ts        sin-tp 


iiitégrale  qu'il  est  impossible  tle  déterminer  dans  le  cas  général;  toute- 
fois, le  problème  se  trouve  ramené  à  mie  quadrature. 

Mais  l'intéoration  s'effectue  facilement  cpiand  l'ellipsoïde  est  de  ré- 
volution ;  admelton-;,  en  effet,  cpie  l'on  ait  a  =  6,  la  formule  (e\  de- 
vient 


o  =  —  -jo(X-—  i]a-  I 


(lu 


selon  que  a'^  c  oxi  a  <^c,  ou  que  l'ellipsoïde  est  aplati  ou  allongé,  on 
trouve,  en  ayant  égard  à  la  formule  [a]. 


arclang*  /f? , 

V  0  =  —  2/5^:  (A-  -  I  )  a- -^ — 

3       (X  +  OM      "-'-^?\/5- 


2    (),2-H  ),  +  !)(; 


\/l^ 


V„  =  -  2  TT/J         ^ 1-^  log ^- 
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Hypothèse  d'une  couche  très  mince.   —  Comme).—  i  csl  liés  petit, 
oiis  pouvons  faire  ).  =  i  dans  l'équation  '  <■  ,  qui  devient 


V    «^         b^        c' 

Si  l'on  a  a  >  6  >  c,  le  minimum  de  /(  corresponilra  à  j^"  =  o,  v=  o, 
-  ^  c,  et  sera 

^^     M 
>  \-ab 

et  son  maximiun, 

^^     M 
4  -  ^c 

En  portant  cette  dernière  valeur  dans  la  formule  r8  du  inunero 
précédent,  on  trouve  que,  pour  que  la  couche  puisse  être  en  équilibre,  il 
faut  que 

M  <  ihcsiV . 

On  voit  ainsi  que  si  l'ellipsoïde  est  très  allongé,  ou  si  ^  el  c  sont  très 
petits,  il  arrivera  que,  même  sous  une  très  faible  charge,  l'électricité 
tendra  à  s'écouler  ou  s'écoidera  aux  sommets  du  grand  axe,  ce  qui,  a 
un  certain  point,  peut  expliquer  le  pouvoir  des  pointes. 

lui  éliminant  s  dans  la  formule  c  au  moveii  de  Féipiation  tic  lellip- 
soide,  on  trouve 


,  /         X-         V-         ,/a--         r'-\ 

Supposons  que  l'ellipsoïde  soit  assez,  aplati  dans  la  iliiecti()n  de  Ur 
|)our  qu'il  devienne  en  quehjue  sorte  un  plateau  elliptique.  A  une  dis- 
tance suffisante  du  bord,  le  terme  c' (  —  -t-  y;  )  sera  très  petit  par  rap- 
port à  I  —  — ;  —  v-;'    t't  Ion  aura  sensiblement 
'  a-        o- 


T.ab       I         j-s         yi 


de  Math.  (3' série!,  tome   Vlll.  —  Juliet   i^Sj 


3o 


:3A 
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Dans  le  voisinage  du  bord,  i  —  — j  —  4-,  devient,  au  contraire,  très 
■-  a-         0- 


X-  1- 


petit  par  ra|)port  à  c"  (  —  +  y^  j,  et  l'on  a  alors,  à  très  peu  près, 

,  -M  I  M 

A- abc       n^±        yi 


\/?^  ^^«V'^ëii-é)'^'' 


Dans  le  cas  dune  sphère  dont  le  ravon  est  a,  la  foi  mule  \c  )  donne  ce 
résultat  évident  à  priori 

h  =^  -, • 

j,-a- 

En  faisant  ).  =  i  dans  le  troisième  mendjre  des  formules    <?    et    /;  , 
on  trouve 


h'\  V„  =  - 


M     .    ,. 'V'-5 


Sia  =  c,  ou  déduit  facilement  de  ces  formules  la  suivante 


Vp  —  —    -— j 


qui  est  relative  à  la  sphère  et  qui  est  évidente. 


§  HT.   —  Des  sysTKArrs  de  condcctetrs. 

1 1 .  Condition  (l'équilibre  électrique  de  deux  corps  conducteurs  terminés 
par  des  surfaces  parallèles  ,  théorie  de  Grcen  .  —  Clonsidérons  deux 
corps  conducteurs  (A,),  (Aj)  chargés  d'électricité  dont   les  surfaces 
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sont  parallèles,  très  peu  éloignées  l'une  tle  l'autre  et  séparées  par  une 
substance  non  conductrice  (A). 


Soient  [fig.  3) 

(J,  un  point  quelconque  de  la  surface  du  premier  corps; 

O.,  le  point  où  la  normale  0,s  en  O,  rencontre  la  surface  du  second 
corps  ; 

O,^,  O, /deux  axes  rectangulaires  compris  dans  le  plan  tangent  en  O; 

e  l'épaisseur  constante  de  (A)  supposée  assez  petite  pour  qu'on  puisse 
négliger  celles  de  ses  puissances  qui  sont  supérieures  à  la  seconde; 

//,,  /?.,  les  densités  électriques  superficielles  et  V, ,  Vo  les  niveaux  po- 
tentiels de  (A,)  et  (Aj); 

V  la  fonction  potentielle,  variable  d'un  pointa  un  autre  de  (A). 

Nous  admettrons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  surface  de  (A,  )  oppose 
sa  convexité  au  plan  langent  x0^y  et  nous  désignerons  par  l'indice  i 
les  dérivées  partielles  qui  se  rapportent  à  l'origine  O, . 

Nous  avons 


(2,) 


v.  =  v,.(-)..(g) 


Pour  un  point  infiniment  voisin  de  O,  situé  sur  l'intersection  de  la  siu- 
face  (A,)  et  du  plan  zO^x,  on  a,  en  remarquant  que  d\  =  o  et  qiK 
dz  est  du  second  ordre  par  rapport  à  f/.r. 


£W  +  (^)&  +  fS),^^ 


/d\ 


/d\ 
\dz 


Si  Rj  désigne  le  ravon  de  courbure  an  point  O,  de  la  si'ition  i onsiile- 
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rée,  on  a 

et  I  équation  précédente  se  transforme  dans  la  suivante 

"=(£).+mS).-^ià(S)]^- 

C'omnie  cette  dernière  doit  être  vérifiée  quelque  soit  dx,  il  faut  que 


d'où 


/dV\  /d-\\  I    /rfV\ 


,    .  /d-'\\  I    /dV\ 

En  désignant  par  R,  le  rayon  de  courbure  en  O,  de  la  section  faite 
dans  la  surface  de  ^A,)  par  le  plan  zO,y,  on  aurait  de  même 

(/3)  ^'^^^'^  '    ^^" 


mais,  comme  ,  A    est  extérieur  à  (A,),  V  doit  satisfaire  à  l'équation  (  7  ) 
du  n°  4;  en  substituant  dans  cette  équation  les  valeurs  (aj,(/3    et  dési- 

2;nant  par  -  la  courbure  n — h  77-  de  la  surface  en  O,,  on  trouve 

m.- m: 

L'équation    21    devient  alors 

Maison  a,  en  vertu  de  la  formule  (19)  du  n"9, 
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par  suite 

(22)  v,-V,=  4ne/*,  (i  +  ^)- 

Supposons  maintenant  que  l'on  place  l'origine  des  coordonnées  en 
Oo  en  dirigeant  l'axe  des  z  suivant  OoO,;  la  courbure  de  la  sur- 
face de  (A,)  en  Oo  sera  de  signe  contraire  à  celle  de  la  surface 
de    (A,)   en    O,,   mais  pourra  être  considérée   comme  étant  égale  à 

-   en   valeur  absolue.  De   l'équation   (22)    on   déduira  ainsi  la    sui- 
vante 


V.- V,=  47:e/;,(i-^, 


et  de  ces  deux  formules 


(23)  A,=  -A,(i  +  J). 


Soient  «/oj,  un  élément  de  la  surface  de  (A,)  en  O,  ;  i/wj  l'élément 
déterminé  sur  la  surface  de  (Aj)  par  les  normales  menées  aux  dif- 
férents points  du  périmètre  de  (/o),,  on  a,  aux  termes  du  second  ordre 
près, 

(24)  rf.^,=  Jc.,(l-|)  ('), 


(')  Soient 

nin  =  ds,     mn'  z:rT.  ds' 

les  éléments  respectifs  des  deux  lignes  de  courbure  passant  par  le  point  m  d'une 
surface,  m' l'intersection  de  la  ligne  de  courbure  de  même  espèce  que  tnn'  passant 
par  n,  avec  la  ligne  de  courbure  de  la  seconde  espèce  passant  par  «';  R,  R'  les 
rayons  de  courbure  de  mn  et  mn' .  L'aire  mnm' n'  a  pour  expression 

dm  1  :^  ds  ds' . 

Menons  les  normales  aus  points/;;,  n,  rn',  «'jusqu'à  leur  rencontre  avec  une 
surface  intérieure  parallèle  à  la  proposée  et  qui  en  est  distante  de  e.  Nous 
déterminerons  ainsi  sur  la  seconde  surface  un  élément  superficiel  qui  aura  pour 
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(l'oii,  au  même  degré  cF approximation, 

(25)  h^  d^ù^^^  —  h^chj)^ 

ce  qui  exprime  que  les  qiianlitès  d' électricité  qui  se  iroinent  sur  deux 
éléments  correspvinhmts  des  surfaces  des  deux  conducteurs  doivent  être 
égales  et  de  signes  contraires.  Ce  théorème  s'étend  évidemment  à  deux 
portions  correspondantes  des  deux  surfaces,  et,  par  suite,  aux  surfaces 
entières. 

Si  l'on  néglige  -  devant  l'unité,  on  a  simplement 

(>6)  k^  =  _h^=Yiizli, 


ce  qui  exprime  que  la  densité  électrique  superficielle  de  chaque  conduc- 
teur est  proportionnelle  à  l'excès  du  niveau  potentiel  de  l'autre  sur  le  sien 
propre  et  varie  en  raison  inverse  de  la  distance  des  deux  conducteurs. 

I^es  considérations  qui  précèdent  sont  notamment  applicables  au 
condensateur,  au  carreau  de  Franklin  et  à  la  bouteille  de  Leyde. 

Si  M,  et  Mo  sont  les  charges  des  armatures  (A,),  (Aj)  de  la  bouteille 
de  Levde,  il  la  surface  de  cette  armature,  on  a 

(27)  M.  =  ^^'P.=_M,. 


valeur 


<k.,=.cls  (^!L_f  j  ds'  Çl^J=dsd.s'^i  _  ,  (  -"^  +  I.,  )  +  -£ 


d'où 


H      K7      Hir 

Si    e    est    assez    pclil     pour    (lu'ini    puisse    en    négliger    l;i    -ecdinlc    |)iil-'viinre, 


on  a 


ce  qui  n'est  autre  clio^e  (|uc  la  formule  (2,'()  du  te\te. 


TUKORIE     de     l'ÉLECTROSTATIOIE  23() 

Nous  admettrons  en  principe  que  lorsqu'un  corps  èleclrisè par  influence 
se  trouve  en  communication  a^'cc  la  terre,  son  niveau  potentiel  est  nul.  Et, 
en  effet,  la  fonction  potentielle  a  la  même  valeur  en  un  point  quel- 
conque de  l'intérieur  du  système  formé  par  la  terre  et  le  corps  ;  comme 
il  y  a  dans  la  terre  autant  d'électricité  positive  que  d'électricité  néga- 
tive, cette  valeur  est  nécessairement  nulle.  La  grandeur  du  rayon  de 
la  Terre  suffirait  d'ailleurs  pour  justifier  le  principe  dont  il  s'agit. 

Si  donc  l'armature  extérieure  (A2)  de  la  bouteille  de  Leyde  est  en 
communication  avec  le  sol,  nous  aurons  Yj  ^  o;  sa  charge  sera 

(28)  M..=  ^  =  -M,. 

M,  étant  la  charge  de  l'autre  armature. 

12.  Système  formé  de  conducteurs  dont  l'un  enveloppe  les  autres.  — 
Soient  (A,)  le  conducteur  enveloppant;  'A.,  ,  A,  ,  ...  les  autres  con- 
ducteurs; Mjla  charge  de  (A,). 

Considérons  l'espace  limité  par  les  surfaces  de  tous  les  conducteurs 
ou  plutôt  par  des  surfaces  de  niveau  extérieures  qui  en  sont  infiniment 
voisines.  Pour  chacun  des  points  de  cet  espace  l'équation'-  s'applique 
et  l'équation  (A'j  se  réduit  à 


/ 


(In 


Mais,  en  remarquant  que  1  élément  dn  doit  être  changé  de  signe,  puis- 
qu'il est  dirigé  en  sens  inverse  de  celui  qui  se  rapporte  à  la  surfcice  de 
(A,-)  et  à  la  surface  de  niveau  extérieure  qui  en  est  infiniment  voisine, 
et  désignant  par  h  la  densité  en  un  point  quelconque  des  couches  élec- 
triques, la  formule  (ig)  donne 

d'où 

J  II  d'Si  =  o, 
ou  encore 

M,  +  M,-^...  =0. 
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Ainsi  la  somme  algébrique  des  charges  de  tous  les  conducteurs  est  nulle. 

Supposons,  en  particulier,  que  le  conducteur  (A,)  n'ait  pas  reçu  de 
charge  initiale,  et  qu'il  ne  soit  ainsi  électrisé  que  par  l'influence 
de  (A,),  (A3),  ...  ;  en  désignant  par  M'^  la  quantité  d'électricité  qui  se 
trouve  sur  sa  surface  extérieure,  nous  aurons  ^M'j  -1-  ]\I,  =  o,  d'où,  en 
vei'tu  de  la  formule  ci-dessus, 

m;  =  -m,  =  M,  4-^3  +  ..., 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  l'expression  de  cette  loi  de  Faradav  :  [.a 
quantité  d' électricité  induite  sur  un  corps  enveloppant  est  égale  à  la  quan- 
tité inductrice. 

13.  Conducteur  présentant  des  vides  intérieurs  qui  ne  renferment  pus  de 
masses  électriques.  —  Nous  allons  d'abord  établir  le  lenime  suivant  : 
Quand  une  surface  feimée  ne  renferme  aucune  masse  électrique  et  que 
sur  cette  surface  la  fonction  potentielle  a  une  valeur  constante,  cette 
fonction  est  également  constante  dans  l'espace  déterminé  par  la  sur- 
face. En  effet,  en  un  point  de  cet  espace,  l'équation  (7)  est  satis- 
faite. On  aura  d'ailleurs -7-  =  —  4~^  =  o,  puisque  la    surface  n'est 

pas  recouverte  d'électricité  et  que  partout  A  =  o.  Une  formule  de 
Green  ('     conduit  au  résultat  suivant 


/( 


dV^        dy^        d}' 
c/x-         dv'-  cl 


-  \  du^=  o. 


C)  En  coiifervant  les  notations  dvi  n"  8.  on  a 
r^Jd^\        d'-\        cP\\   , 

r^dv  _,       r/du  d\     ,tv  d\     dv  d\  \  , 

=J^^/''-J  [dFTrr^TtyTiT^  ih^)''"- 

Si  Ion  fait  U  =^  V,  cette  formule  se  réduit  à  la  suivante 

f\r/ct-\        d'\        d*V\  ,  r,,d\'        r/d\'        d\'        r/N^  ,  , 

qui  osl  celle  dont  on  fait  usage  dans  le  texte. 


THÉORIE    DE    LÉLECTROSTATIQL' E.  24 1 

qui  exige  queV  soit  constant  dans  l'espace  considéré,  ce  qu'il  fallait  éta- 
blir 

Revenons  maintenant  à  notre  sujet  et  considérons  un  conducteur  dont 
la  surface  extérieure  est  électrisée,  présentant  des  vides  intérieurs  qui 
ne  renferment  pas  déniasses  électriques. 

Soient  V,  la  valeur  constante  de  la  fonction  potentielle  à  la  surface 
d'une  cavité;  K  la  valeur  de  la  fonction  potentielle  en  un  point  O  du 
vide;  0/n  un  rayon  quelconque  partant  du  point  O  et  rencontrant  la 
surface  en  un  point  m.  En  suivant  ce  rayon,  la  fonction  potentielle  va- 
riera entre  K  et  V, ,  et  il  y  fiura  l'un  n  de  ses  points  pour  lequel  la  fonc- 
tion potentielle  aura  une  valeur  déterminée  R'  comprise  entre  K  et  A  ; 
le  lieu  des  points  n  sera  une  surface  rentrant  dans  les  conditions  du 
lemine  précédent  et  dans  l'intérieur  de  laquelle  la  fonction  potentielle 
serait  égale  à  R',  tandis  que,  en  O,  elle  est  égale  à  K,  ce  qui  est  absurde. 
Ainsi,  comme  on  ne  peut  pas  supposer  cjue  R  soit  différent  de  Y,,  il 
faut  que  la  fonction  potentielle  dans  l'intérieur  de  l'espace  vide  ait  la 
même  valeur  constante  qu'à  sa  surface. 

Il  résulte  de  là  que  des  cavités  dans  un  conducteur  nont  aucune  in- 
fluence sur  le  mode  de  répartition  de  V électricité  sur  sa  surface  extérieure 
et  quil  se  comporte  comme  s'il  était  plein. 

14.  Théorème  de  Clausius {'  ) . —■  Considérons  un  système  composé 
de  771  corps  conducteurs  (A,),  (Aj),  ...,  (A,),  ...,  (A,„)  et  supposons  que 
ces  corps  aient  reçu  successivement  deux  charges  électriques. 

Soient 

M,,  m;  les  quantités  d'électricité  qui  recouvrent  (A,)  lors  du  premier 

et  du  second  chargement; 
V,,  Y]  les  niveaux  potentiels  correspondants. 

Concevons  l'espace  limité  par  les  surfaces  des  conducteurs  et  parcelle 
d'une  sphère  d'un  rayon  R  aussi  grand  que  l'on  voudra  qui  enveloppe 
tous  les  corps  et  dont  le  centre  se  trouve  dans  le  voisinage  de  ces 
corps. 

(')  Annales  de  P/iysù/tie  cl  i/c  Cliiniie  de  G.  Wietleinaïui,  p.  490  el  suiv.  : 
1877. 

Juurn.  de  Math.  (  i*  série),  tome  Vlll.  —  Juillet  18S2.  'J  l 
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Soient 

du  un  élément  de  volume  de  cet  espace  au  j)oint  [x,  J,  z); 

V,  V  les  valeurs  des  fonctions  potentielles  relatives  à  ce  point  lors  de 

la  première  et  de  la  seconde  charge; 
cL)  un  élément  de  l'une  ou  de  l'autre  des  surfaces  qui  limitent  l'espace. 

La  formule  (A  )  du  n"  8  donne 

r^i.d\  ,  i\.,f(l-\        d-\        '/-v  \  , 

=J  ^  dl'^''  ^j  ^  [dP^  ^  ^  -^  7/^  )''"• 

Comme  il  n'va  pas  d'électricité  dans  l'espace  ci-dessus  défini  et  que  le 
point  f.r,  y,  z]  est  extérieur  aux  (A,),  V  et  V  satisfont  à  l'équation  (  7  i 
et  la  formule  précédente  se  réduit  à 

Considérons  d'abord  la  portion  de  l'intégrale  du  premier  membre  de 
cette  équation  qui  se  rapporte  à  la  sphère  et  prenons  pour  centre  O  de 
cette  sphère  le  centre  de  gravité  des  masses  M^;  si  la  distancer  d'nii 
point  cjuelconque    .r,  y,  z)  k  ce  centre  est  suffisamment  grande,  on  a 

r 
d'où 

dy^  _  d\^  _  _  s  m; 

ct,  pour  la  surface  de  la  sphère, 


ffv  _  _  sm;. 

dii    ~  R-   ' 


(juantité   égale   à   zéro   si   nous  prenons  R  =  70  ,  ainsi  qu'il  nous  est 
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permis   de   le  supposer.  Comme  le  même  raisonnement  s'applique  à 

^-  on  voit  que  la  sphère  ne  joue  aucun  rôle  dans  l'équation  (a). 

Désignons  par  r/oj,  un  élément  de  la  surface  du  conducteur  (A,)  ;  V, 
et  V;  étantconstantesàla  surface  de  ce  corps  comme  dans  son  intériem*, 
l'équation  (a)  devient 

Soient  A,,  h\  les  densités  électriques  à  la  surface  de  (A,)  qui  se  rap- 
portent respectivement  à  la  première  et  à  la  seconde  charge;  on  a,  en 
vertu  de  la  formule  (19)  et  en  changeant  le  signe  de  dn,  comme 
au  n"  12, 

lin  au 

et  l'équation  (fi)  devient 

\\  Jh\  Jod',  +  \ ,  Jh[,  dfjo',  + .  . .  =  V,  f/i  cl'-j) ,  +  y'.,  fho  c/wo  +  . . . , 
ou  encore  f ' 1 

'^9;  V.M, -+-VoM:+...  =  V;M, -hV;M,4-...;      . 

telle  est  la  formule  cjui  constitue  le  théorème  de  j\I.  Clausius,  et  dont 
on  déduit,  comme  conséquences,  plusieurs  autres  théorèmes  particu- 
liers, auxquels  div(;rs  auteurs  étaient  arrivés  auparavant,  et  que  nous 
rappellerons  dans  ce  cjui  suit. 

13.  Supposons  que  le  conducteur  (A,;  se  trouve  en  communication 
avec  la  leri-e  ;  on  a  (  1 1  )  V,  =  o. 

Admettons  maintenant  cjue  le  corps  (A,)  étant  isolé  n'ait  point  reçu 
de  charge  initiale;  il  ne  sera  électrisé  que  par  influence,  c'est-à-dire 
qu'il  sera  recouvert  de  deux    quantités  égales  d'électricité  de   signe 


(')  D'après  M.  Bertrand  {.loiniial  de  Physique  de  d'Alineida,   t.  III,  p.  73). 
celle  formule  anrail  ^•\.C•  aiilùrieureinenl  ('•lahlie  par  Gaiiss. 
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contraire,  de  sorte  que  l'on  a  i\I;  =  o,  ]M|  =  o.  De  ces  considérations 
résulte  le  théorème  suivant  : 

Les  corps  qui,  lors  des  deux  charges,  sont  en  communication  avec 
la  Terre  ou  qui  sont  isolés  sans  charge  initiale  ne  donnent  aucun  terme 
dans  l'équation  (29). 

16.  Admettons  maintenant,  comme  tout  ce  qui  va  suivre,  que 
les(x\,)  autres  que  (A,)  et  (A,)  soient  en  communication  avec  la  terre, 
ou  que,  étant  isolés,  ils  ne  reçoivent  pas  de  charge  initiale.  L'équa- 
tion (2g)  se  réduira  à  la  suivante 

(3o)  v.m;  +  v.m;  =  v',m,  +  yiM.. 

17.  Supposons  que,  (A,  )  et  (Aj)  étant  isolés  et  non  électrisés,  (A,  ) 
seul  reçoive  une  charge  que  nous  désignerons  par  E,  en  développant 
dans  (A2)  le  niveau  potentiel  Vo*,  puis  que  (A,)  reçoive  la  même  charge 
en  soustrayant  (A,)  à  toute  action  extérieure.  Nous  avons 

]NL  =  o,     M,  =0,     M,  =  ]M:.  =  E, 


(3i)  v.,=v:. 

Donc,  le  niveau  potentiel  qui  naît  dans  (Ao),  quand  (A,!  a  été  seul 
chargé,  est  égal  à  celui  qui  naît  dans  (  A,  )  quand  on  effectue  r opération 
inverse  et  que  les  deux  charges  sont  égales. 

18.  Théorème  de  Riemann.  —  Supposons  que,  à  la  j)remiére  charge, 
le  corps  (A,)  se  trouve  au  niveau  potentiel  K,  que  (A^),  mis  en  com- 
munication avec  la  terre,  reçoive  de  ce  corps  par  influence  la  quantité 
d'électricité  Ma',  puis  que,  à  la  seconde  décharge,  (A,)  se  trouve  au 
même  niveau  potentiel  K,  tandis  que  (A,),  mis  en  communication  avec 
le  sol,  se  trouve  recouvert  de  la  quantité  d'électricité  IM,.  Nous  avons 

Vi  =  o,     V',=  o,     V,=V;=K, 
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et  la  formule  (3o)  donne 

(32;  m;  =  m,. 

Donc  la  quantité  d'électricité  qui,  sous  l'influence  de  (A,),  s'est  accu- 
mulée sur  [A..;,)  mis  en  communication  avec  la  Terre,  et  celle  qui  s'est 
accumulée  sur  (A,  )  mis  en  relation  avec  la  Terre, par  l' influence  de  (A,), 
sont  égales  lorsqu'il)'  a  égalité  entre  les  niveaux  potentiels  pour  ces  deux 
charges. 


§    IV.      —     Du    TRAVAIL    DES    FORCES    ÉLECTRIQUES.     —     DÉCHARGES. 

19.  Expression  du  travail  des  forces  électriques.—  Soienl(A,),  (A^,)  .... 
(A,),  ...  des  conducleurs  chargés  d'électricité  et  réagissant  les  uns  .sur 
les  autres. 

Une  modification  introduite  par  une  cause  quelconque  dans  les  ni- 
tervalles  intermoléculaires  du  fluide  électrique  donnera  lieu  à  une 
production  de  travail  mécanique  dont  la  considération  mérite  un 
sérieux  examen. 

Désignons  par  r  la  distance  de  deux  particules  électriques,  dm 
et  dm'  appartenant  au  système  des  conducteurs  ci-dessus  désignés. 
Le  travail  élémentaire  des  forces  électriques  a  pour  expression 


,  Cri  m  fini'  ,  ,  Cdin  • 

d,  =  j-^dr=-dj  — 


dm  dm' 


le  signe  de  l'intégration  s'étendant  à  toutes  les  combinaisons  deux  à 
deux  des  molécules  électriques. 

Nous  désignerons  sous  le  nom  de  potentiel  total  du  système  élec- 
trique l'expression 

^V^  _    rdmdm' 

de  sorte  que  nous  aurons 

f/G  =  d\\. 

En  passant  d'un  certain  état  initia',  que  nous  caractériserons  ])ar 
l'indice  zéro,  à  un  état  quelconque,  nous  aurons  pour  le  travail  déve- 
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loppé  entre  les  deux  états 

I  E=W~W„. 

Avant  d'aller  plus  loin,  nous  ferons  remarquer  que,  si  le  fluide  revient 
à  l'état  neuire,  on  aura  W  =  o,  puisque  toutes  les  masses  électriques 
s'aunuleront,  et  par  suite 

(2;  E=-W„. 

Si  nous  désignons  par  V  la  fonction  potentielle  de  dm  relative  à  tous 
les  autres  éléments  du  système  électrique,  et  si  nous  considérons  l'in- 
tégrale 

\\dm, 

étendue  à  tous   les  éléments   dm  du  système  total,  les    termes   tels 

dm  dm'  1    •        1  r   •  1  1 

que —  seront  reproduits  aeu\  tois,  et  nous  devrons  prendre 

î  W=  '-  j  \dm 

Si  nous  remarquons  que,  à  la  surface  de  (A,)  comme  dans  son  in- 
térieur, V  est  constant  ou  égal  au  niveau  potentiel  V,,  pour  chacun 
des  conducteurs  V  sortira  de  l'intégrale,  et  l'on  voit  que,  en  dési- 
gnant par  M,  la  charge  du  conducteur  ci-dessus,  on  aura 

j  'W=^(M,V, -+-MoV,-^M3\,...  . 

Si  ^Aj)  est  isolé  et  n'a  pas  reçu  de  charge  initiale,  le  conducteur  in- 
séra électrisé  que  par  influence  et  renfermera,  par  suite,  autant  d'élec- 
tricité positive  que  d'électricité  négative,  et  l'on  aura  iM,  =  o;  si  main- 
tenant (A,)  est  en  communication  avec  la  Terre,  on  a  V,  =  o.  De  sorte 
que,  dans  les  deux  cas,  (A,)  ne  laissera  aucune  trace  dans  la  for- 
mule (4). 

20.  Décluirge  d'une  bouteille  de  f.eyde.  -  Soient  1  A,  j  et  A^,  )  I  ar- 
mature intérieure  et  l'armature  extérieure,  les  deux  seuls  conducteurs 
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que  nous  avons  à  considérer;  comme  la  seconde  de  ces  armatures  est 
censée  mise  en  communication  avec  le  sol,  nous  devrons  supposer 
V,^  o;  les  formules  (/j)  et  (2)  nous  donnent  pour  le  travail  effectué 
après  la  décharge 

(5)  5=_iM,V., 

ou,  en  avant  égard  à  la  formule  (27)  du  u"  11, 

(G)  E  =  ^M;. 

Ce  travail,  qui,  pour  une  même  bouteille,  est  proportionnel  au  carré 
de  la  charge,  est  employé  en  partie  à  vaincre  la  résistance  de  l'air  ou 
celle  que  présente  un  corps  non  conducteur  traversé  par  l'électricité, 
ce  qui  donne  lieu  à  l'étincelle;  l'autre  partie  est  transformée  en  cha- 
leur et  correspond  à  la  perte  d'une  demi-force  vive,  qui  devra  être 
d'autant  plus  grande  que  la  vitesse  du  fluide  sera  elle-même  plus 
grande  ou  que  la  section  et  la  longueur  du  fd  de  communication 
seront  plus  faibles. 

On  explique  ainsi  pourquoi,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  lorsque 
le  fd  est  gros  et  court,  l'étincelle  est  énergique  et  réchauffement  du 
conducteur  très  faible,  tandis  que  l'inverse  a  lieu  quand  le  fd  est  long 
et  d'un  petit  diamètre. 

Si  l'on  augmente  la  résistance  à  vaincre  en  interposant  entre  les 
extrémités  du  fd  une  carte  ou  une  feuille  de  mica,  l'étincelle  est  plus 
forte  et  réchauffement  plus  faible,  comme  M.  Riess  l'a  reconnu  pai- 
l'expérience  (  '  ). 

21 .  Décharge  d'une  batterie.  —  Considérons  une  batterie  composée 
de  n  bouteilles  identiques;  il  est  évident  que  le  travail  effectué   pen- 
dant la  décharge  s'obtiendra  en  multipliant  les  équations  (5)  et  (G 
par  n,  et  nous  aurons  notamment 

5  =  — «Mr. 


(')   Annales  de  Poggendorff.  l.  \1.V, 
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Si  M  désigne  la  charge  totale  M,n,  cette  expression  prend  la  forme 
suivante 

,    ,  2-e  W- 


d'où  cette  loi,  découverte  expérimentalement  par  M.  Riess  ('  )  :  L'é- 
nergie totale  d'une  batterie  est  proportionnelle  au  carré  de  la  charge 
et  en  raison  inverse  du  nombre  de  bouteilles. 

22.  Décharges  incomplètes.  —  Supposons  qu'après  avoir  chargé  la 
batterie  ci  dessus  de  n  bouteilles  identiques  on  réunisse  les  armatures 
intérieures  à  celles  d'une  batterie  à  l'état  neutre,  composée  de  n'  bon 
teilles  semblables  aux  précédentes. 

Le  travail  accumulé  r'  dans  la  batterie  de  n  +  n'  bouteilles  s'ob- 
tiendra en  remplaçant  n  par  n  +  n'  dans  la  formule  (7),  puisque  la 
charge  totale  est  restée  la  même.  Nous  avons  donc 

,        2-e      W 


H     n  -\-  n' 


îMais  le  travail  emmagasiné  primitivement  dans  la  batterie  de  n  bou- 
teilles est  fourni  par  la  même  formule  (7).  D'où  il  suit  que  le  travail 
accompli  dans  la  réunion  des  deux  batteries  a  pour  expression 


S  — E'  = 

OU  encore 

(8)  C-G'=T-^, 

relation  à  laquelle  M.  Riess  est  arrivé  par  l'exjjéricnce. 

25.  Batteries  chargées  en  cascades.  —  Soient  (A,),  (Ao),  ....  (A,„) 
m  batteries  composées  respectivement  de  n,,  n.,,  ...,  «,„  bouteilles 
identiques;    l'armature  extérieure  de  la  n'*^^'""  batterie  communiqué 

(')  Plusieurs  géomètres  ont  donné  à  l'expression  de  G  le  nom  d'énergie  po- 
tentielle. 
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avec  le  sol,  tandis  que  l'armature  intérieure  de  la  première  est  en  rela- 
tion avec  une  source  dont  le  niveau  potentiel  est  V,.  L'armature  inté- 
rieure de  la  première  batterie  reçoit  une  charge  M,;  sur  l'armature 
extérieure  il  se  développe  une  charge  —  Mo,  tandis  que  la  charge  de 
l'armature  intérieure  de  la  seconde  batterie  est  M,,  leniveau  potentiel  V,, 
étant  le  même  pour  ces  deux  conducteurs,  et  ainsi  de  suite,  en  remar- 
quant toutefois  que  V„  =  o.  Le  travail  accumulé  dans  le  système  total 
est  donc 

G  =  -  ^(M.V,  -  M,V,  +  M,V,  -  M3  V3  +  . . .), 

ou  simplement 

E=--M,V,, 


comme  on  devait  le  prévoir  d'après  une  remarque   faite  à  la  fin  du 
n"  19. 

Si  nous  posons  ),  =  -J^>  la  formule  (  27)  du  n°  I  I  doinie 

V,-V3=  -x^, 


o  —  —A  — 


en  remarquant  que  la  charge  de    chaque  bouteille  de  (A,)    est  — '■ 
On  déduit  de  là 


V.=  -X('^+^ 


X        /M, 


et  enfin 

(9) 


Si  les  bouteilles  sont  parfaitement  fermées,  les  charges  des  deux  arma- 

Jonrn.de  W«f/(.  (1"  sériel,  tome  VIII.  —  Jiillet  1882.  •J'.î 
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tures  de  chacune  <relles  sont  égales,  ou 
par  suite. 

Dans  le  cas  de  deux  batteries  seulement,  on  a 
résultat  auquel  M.  Riess  est  arrivé  par  l'expérience. 
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Mémoire  sur  les  courbes  définies  par  une  équation  différentiel  le , 
Par  m.  h.  POIIVCAUÉ  ('  , 

In.ncnieur  des  Mines 


CHAPITRE  V. 

THÉORIE    DES    CONSÉQUENTS. 

Com^ention  fondamentale.  —  Considérons  une  dtmi-caraclcrislicjue 
quelconque;  nous  la  prolongerons  indéfiniment,  si  on  peut  le  faire 
sans  rencontrer  un  point  singulier-,  si,  au  contraire,  en  suivant  la 
demi-caractéristique,  nous  arrivons  à  un  nœud,  nous  l'arrêterons  à  un 
nœud;   si  nous  arrivons  à  un  col,  trois  chemins  s'ouvriront  devant 

Fis-  6. 


A 
nous  quand  nous  voudrons  continuer  à  suivre  la  caractéristique,  le 
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premier  dans  le  prolongement  du  chemin  suivi  jusqu'alors,  les  deux 
autres  à  droite  et  à  gauche;  nous  conviendrons  de  suivre  l'un  des 
chemins  de  droite  ou  de  gauche,  sans  jamais  prendre  celui  qui  est 
directement  devant  nous.  Par  exemple,  nous  considérerons  OB  ou  OD 
ifig-  6)  et  non  pas  OC,  comme  le  prolongement  de  AO.  De  cette  façon, 
on  peut  dire  que  dans  le  voisinage  d'un  col  il  y  a  quatre  caractéris- 
tiques collées  l'une  contre  l'autre,  et  ayant  deux  à  deux  une  branche 
commune  :  ce  sont  les  caractéristiques  AOB,  BOC,  COD,  DOA. 

Définition  des  conséquents.  —  Soit 

x=o[t),     y  =  d(/) 

ini  arc  algébrique  sans  contact  ;  'f  et  ij'  sont  des  fonctions  algébriques 
de  t,  et  n'ont  qu'une  seule  valeur  pour  chaque  valeur  de  t.  Les  extré- 
mités de  l'arc  correspondront  aux  valeurs  de  /, 

t=  a,     t=  ^. 

Un  pareil  arc,  sans  contact,  aura  deux  côtés  que  nous  appellerons  sa 
droite  et  sa  gauche;  un  point  infiniment  voisin  de  l'arc  AB  pourra,  en 
effet,  être  à  droite  ou  à  gauche  de  cet  arc.  Par  exemple,  le  point  m 
sera  à  gauche  de  l'arc  AB  {fig.  7),  le  point  m'  à  droite  de  l'arc  AB, 

Fig.  7. 

.B 


parce  (ju'on  ne  peut  passer  de  l'un  à  l'autre  sans  traverser  l'arc  AB, 
ou  sans  s'éloigner  de  cet  arc  à  une  distance  finie,  ou  sans  passer  dans 
un  cercle  de  rayon  infiniment  petit  tracé  avec  A  ou  avec  B  comme 
centre. 

Ceci  posé,  considérons  un  point  quelconque  Mo  de  l'arc  Ali  {Jlg.  8.): 
de  ce  point  partent  deux  demi-caractéristiques,  l'une  vers  la  gauche, 
l'autre  vers  la  droite  de  l'arc  AB  ;  considérons  celh;  de  gauche. 

Il  pourra  se  présenter  plusieurs  cas  : 
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1°  Cette  demi-caractéristique  peut  se  prolonger  indéfiniment,  sans 
qu'on  rencontre  de  nouveau  i'arc  AB. 

2"  Cette  demi-caractéristique  finit  en  tournant  autour  d'un  foyer, 
avant  d'avoir  rencontré  de  nouveau  l'arc  AB. 

3°  Elle  aboutit  à  un  nœud  où  nous  devons  l'arrêter,  d'après  la  con- 

Fig.  8. 


vention  fondamentale,  et  cela  avant  d'avoir  rencontre  de  nouveau 
l'arc  AB. 

Dans  ces  trois  premiers  cas,  nous  dirons  que  le  point  ^^^^  n'a  pas  de 
conséquent. 

4"  La  demi-caractéristique  vient  rencontrer  l'arc  AB  en  M,  avant 
d'avoir  passé  par  un  point  singulier.  Nous  dirons  alors  que  /e  point  M, 
est  le  conséquent  du  point  M„. 

5°  La  demi-caractéristique  aboutit  à  un  col  avant  d'élre  arrivée  à 
rencontrer  de  nouveau  l'arc  AB.  Dans  ce  cas,  d'après  la  convention 
fondamentale,  il  faut  tourner  soit  à  droite,  soit  à  gauche,  et  chacun  de 
ces  deux  chemins  peut  nous  conduire  ou  ne  pas  nous  conduire  à  ren- 
contrer de  nouveau  l'arc  AB.  Le  point  jMo  peut  alors  avoir  o,  1  ou  a 
conséquents. 

Il  peut  enfin  arriver  que  la  demi-caractéristique  rencontre  deux 
cols  ou  plus  encore,  et  dans  ce  cas  le  point  M„  pourrait  avoir  plus  de 
deux  conséquents. 

Si,  en  partant  du  point  Mj,  au  lieu  de  considérer  la  demi-caractéris- 
tique de  gauche,  on  avait  envisagé  celle  de  droite,  on  aurait  pu  arriver 
à  un  point  ^I'  situé  sur  l'arc  AB. 

Ce  point  M'  s'appellera  l'antécédent  du  point  M„. 
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Dans  ces  conditions,  le  point  Mu  sera  lui-même  l'antécédent  de  son 
conséquent  ^I,. 

Si  tg  et  ^,  sont  des  valeurs  de  t  qui  correspondent  à  M„  et  à  M,,  la 
loi  de  conséquence  sera  la  relation  qui  lie  /,,  à  t^. 

Théorème  XI.  —  Si  1^=^  t,,  la  caractéristique  est  un  cycle. 
Si  t^'ttf,  la  caractéristique  est  une  spirale. 

En  effet,  la  première  partie  de  l'énoncé  est  une  véritable  tautologie. 
La  seconde  se  démontre  aisément  de  la  manière  suivante  : 

Remarquons  d'abord  que  l'arc  ÎNIoD^I,  (Jig.  9)  surtend  l'arc  ]MoCM, 
de  la  caractéristique,  car  il  est  sans  contact. 

De  plus,  cet  arc  MoD^NI,   ne  peut   rencontrer  la  caractéristique  en 

Fie-  9- 


aucun  autre  point  que  3Io  et  M, .  Car  des  arcs  tels  que  M,  FMo,  MoH-Mj 
seraient  sous-tendus  par  les  arcs  M, Ma,  M0M3,  ce  qui  est  impossible, 
puisque  ces  arcs  sont  supposés  sans  contact. 

Ceci  posé,  par  le  point  N„  infiniment  voisin  de  Mo  et  à  gauche  de 
ce  dernier,  on  pourra  mener  un  arc  de  caractéristique  NoEN,  qui 
viendra  rencontrer  l'arc  MoM,  en  un  point  N,  infiniment  voisin  de  M, 
et  à  gauche  de  ce  dernier,  car  il  ne  pourrait  passer  à  droite  sans  cou|)er 
la  caractéristique  MoCM,,  ce  qui  est  impossible. 

Ee  cycle  N,MoN„EN,  ne  rencontre  donc  la  caractérislique  "\I„CM, 
qu'en  un  seul  point  cpii  est  M„.  Donc,  cette  caractéristique  est  une 
spirale.  c.   o.   f.    u. 
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Théorème  XII.  —  Toute  caractéristique  qui  n'ahoutil  pas  à  un  nœud 
est  un  cycle  ou  une  spirale. 

En  effet,  si  cette  caractéristique  ne  rencontre  aucun  cycle  algébrique 
en  une  infinité  de  points,  elle  est  un  cycle,  en  vertu  du  théorème  I. 

Si,  au  contraire,  elle  rencontre  un  cycle  algébrique  en  une  infinité 
de  points,  comme  ce  cycle  se  compose  d'un  nombre  fini  d'arcs  sans 
contact,  elle  rencontrera  l'un  de  ces  arcs,  et  au  contact  en  plus  d'un 
point,  c'est-à-dire  f[ue  l'un  des  points  d'intersection  aura  un  consé- 
quent. 

S'il  se  confond  avec  son  conséquent,  la  caractéristique  est  un  cycle; 
s'il  ne  se  confond  pas  avec  son  conséquent,  la  caractéristique  est  une 
.spirale,  en  vertu  du  théorème  XI. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

Thkorème  XIII  —  5'«  ]\I|,  ne  correspond  pas  à  une  caractéristique  pas- 
sant par  un  col,  et  s'il  a  un  conséquent  M,  ;  si  /,  =  ç,  (/„)  est  la  loi  de 
conséquence,  la  fonction  ip,  tst  liolomorphe  pour  les  valeurs  de  t^  i^oisines 
de  celle  qui  correspond  à  ]M„. 

En  effet,  nous  avons  supj^osé  au  début  que  si 

x  =  ^{t),    y  =  ^{i) 

sont  les  équations  de  l'arc  sans  contact,  o  et  i|/  sont  des  fonctions  holo- 
morphes  de  t  dans  le  voisinage  de  la  valeur  de  t  qui  correspond  à  Mq, 
et  aussi  de  celle  qui  correspond  à  M,. 

Supposons  que  l'on  cherche  une  intégrale  de  réquation  aux  diffé- 
rences partielles 

^dz       ,^dz 

X-r  +^-r  =  O' 
dx  dy 

qui  soit  assujettie  à  se  réduire  identicpiement  à  /o>  quand  on  y  fait 
Cette   intégrale   représente  une    surface  qui  passe  par   la   courbe 
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gauche, 

Dans  le  voisinage  du  point  Mo,  cette  intégrale  est  holomorphe  en  ai 
et  en  j;  car  l'arc 

ne  touche  pas  une  caractéristique. 

Elle  sera  de  même  holomorphe  en  a;  et  en  7  tout  le  long  de  la  carac- 
téristique qui  passe  par  le  point  Mo,  à  moins  que  cette  caractéristique 
ne  passe  par  un  [)oint  singulier.  Or,  nous  avons  supposé  que  cette 
caractéristique  allait  passer  par  le  point  M,  sans  avoir  rencontré  aucun 
point  singulier.  Dans  le  voisinage  du  point  M,,;;  est  donc  fonction  ho- 
lomorphe de  a;  et  de  v;  et,  si  l'on  y  fait 

s  devient  fonction  holomorphe  de  f,  dans  le  voisinage  de  la  valeur  de 
tf,  cjui  correspond  à  M,. 

Or,  :;  n'est  autre  chose  que  tg.  Donc,  t^  est  fonction  holomorphe 
de  t,.  On  démontrerait  identiquement,  de  la  même  manière,  que  /,  est 
fonction  holomorphe  de  t^  dans  le  voisinage  de  /„  qui  correspond 
àM„. 

Corollaire  I.  —  La  fonction  ^t  =  9i  (^o)»  fl^ii  exprime  la  loi  de  consé- 
quence, ne  peut  offrir  de  discontinuité  que  pour  les  valeurs  de  t^  qui 
correspondent  à  des  caractéristiques  passant  par  des  cols. 

Corollaire  IL  —  Si  l'on  divise  l'arc  sans  contact  AB  en  arcs  partiels, 
tels  cjue  tous  les  points  de  chacun  de  ces  arcs  aient  un  conséquent,  ou 
qu'aucim  n'en  ait,  les  extrémités  de  ces  arcs  partiels  seront  des  points 
ayant  pour  conséquent  une  extrémité  de  l'arc  sans  contact  Ali,  ou  cor- 
respondant à  des  caractéristiques  passant  par  des  cols. 

Corollaire  III.  —  Si  les  extrémités  de  l'arc  sans  contact  correspon- 
dent aux  valeurs 
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Si,  pour  aucune  valeur  de  l  telle  que 

la  caractéristique  correspondante  ne  passe  pas  par  un  col; 

Si,  pour  toutes  les  valeurs  de  t,  telles  c]ue  (a,  et /S,  étant  des  con- 
stantes données),  on  ait 

a<a,</</3,<ri, 

la  caractéristique  correspondante  est  un  cycle. 

Les  caractéristiques  qui  correspondent  aune  \a\cv\v  quelconque,  de  l 
comprise  entre  a  et  [i,  sont  toutes  des  cycles. 

Théorème  XIV.  —  La  valeur  de -r^  est  toujours  posilh'e. 

En  effet,  soit  AB  l'arc  sans  contact  {/ig-  i  i)'  ^^i'-  M„M,  une  caracté- 
ristique, soit  N„  un  point  infiniment  voisin  de  Mo  et  situé  à  droite  de 

Fit;,   -o- 


ce  point.  Soit  N„N,  la  caractéristique  qui  passe  par  ce  [)oint.  I,c  point 
N,  est  infiniment  voisin  de  M,  ;  je  dis  qu'il  est  à  droite  de  ce  point.  Car, 
pour  qu'il  fût  à  gauche,  il  faudrait  que  la  caractéristique  N„N|  sortît 
du  cycle  MoriM,N„M„  quand  on  la  prolonge  au  delà  de  N,,  c'est-à-dire 
cpie  l'arc  de  caractéristicpie  N„N,  fût  sous-tendu  j)ar  l'arc  N„N|.  ce 
qui  est  impossible,  puisque  cet  arc  est  sans  contact. 

Étude  de  la  courbe  de  conséquence.   —  Si  l'on  considère  les  ([iiantites 
/„  et  /,  comme  les  coordonnées  d'un  point,  la  loi  de  conséquence 

Journ.  de  Math.,  {'j'^  séiii),  tome  Vlll.  —  Aon   iS8i  -J-J 
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représente  une  courbe.  Cette  courbe  est  comprise  tout  entière  dans  le 
carré 

/„  =  5:,      /,  =  a. 


'o  —  ^'. 


Premier  cas.  —  A  aucune  a  aleur  de  /  comprise  entre  a  et  /3  ne  cor- 
respond de  caractéristique  allant  passer  par  un  col 

Dans  ce  cas,  la  courbe  de  conséquence  est  continue;  elle  ne  ren- 
contre qu'en  un  point  les  parallèles  aux  axes;  en  suivant  la  courbe 
dans  un  certain  sens  convenable,  on  va  constamment  en  séloigiiant 
des  deux  axes. 

C'est  dire  que  si  KLCD  est  le  carré  [Jig-  1 1), 


a,     /, 


la  courbe  présente  des  formes  telles  que 

AB,  CD,  EF,  GII. 
Elle  représentera  la  forme  CD  quand  les  valeurs  «  et  /3  de  t^  corres- 


pondront  à  des  cycles,  pendant  qu'aucune  valeur  de  /„  comprise  entre 
y.  et  /3  ne  correspondra  à  un  cycle. 

Deuxième  cas.  —  Su|iposons  qu'il  certaines  \aleurs  de  y„,  y„,  ... 
(le  (g  comprise  entre  a  et  fi  correspondent  des  caractéristiciues  allant 
passer  })ar  un  col  ; 
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Que  de  plus  aux  valeurs  a  et  j'5  correspondent  des  cycles;  cpi'à  au- 
cune valeur  intermédiaire  ne  corresponde  un  cycle  : 

De  tous  les  cols  partent  quatre  branches  de  caractéristicpies  ;  cer- 
taines de  ces  branches  viennent  rencontrer  l'arc  sans  contact  donné; 
d'autres  ne  le  font  pas. 

Supposons  d'abord  que  toutes  celles  de  ces  branches  qui  viennent 
rencontrer  l'arc  sans  contact  donné  partent  d'un  seul  et  même  col  : 

i"  Il  est  impossible  que  les  quatre  branches  issues  d'iui  même  col 
aillent  rencontrer  l'arc  sans  contact.  Soit,  en  effet,  AB  [fig.  12)  l'arc 

Fig.   15. 
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sans  contact  donné.  Soit  G  le  col  donné;  .soient  C3I„,  CM,,  CN„,  (',N| 
les  cpiatre  branches  de  caractéristiques  qui  partent  de  ce  col,  de  telle 
façon  que  M,CMu,  N,CNo  ne  forment  pas  de  j)oint  anguleux. 

D'après  le  théorème  X,  remarque  I,  la  portion  ]M„]M|  de  l'arc  \\\ 
,sous-lend  la  caractéristique  M„CjM,. 

Les  deux  arcs  AMo,  M,  B  sont  donc  d'un  même  côté  du  cycle  ]M„JM,C; 
appelons  ce  côté  du  cycle  V extérieur  du  cycle.  Les  deux  branches  de 
courbe  CNo,  CN,  sont  l'une  à  l'extériem-,  l'aulre  à  l'intérieur  du  cycle 
jM„M,C.  Soit  CN|  celle  qui  est  à  l'intérieur;  elle  ne  pourrait  rencontrer 
l'arc  AB  qu'entre  M^  et  M,,  et  du  même  côté  que  les  branches  de 
courbe  CMo,  CM,,  de  telle  sorte  que  l'arc  algébrique  M,N,  sous  ten- 
drait l'arc  de  caractéristique  M,CN,,  ce  qui  est  impossible  d'après  le 
théorème  X. 

Remarque  I .  —  L'hypothèse  que  nous  avons  f;ute  en  conuuençant  est 
donc  absurde.  c.  q.  f.  d. 

2"  Il  peut  se  faire  que  trois  des  branches  issues  d'un  même  col 
aillent  rencontrer  l'arc  sans  contact.  Dans  ce  cas,  on  Ijicn   il  v  a  un 
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point  qui  a  deux  conséquents  elles  points  situés  entre  ces  deux  con- 
séquents n'ont  pas  d'antécédent  ;  ou  bien  il  v  a  un  point  qui  a  deux 


antécédents,  et  les  points  situés  entre  ces  deux  antécédents  n'ont  pas 
de  conséquent. 

De  telle  façon  que  la  courbe  de  conséquence  affecte  soit  la  forme 
CHFD,  soit  la  fV)rme  CABD  [fig.   i3). 

3°  Il  ne  peut  se  faire  que  deux  ou  une  seulement  des  branches  issues 
d'un  même  col  aillent  rencontrer  l'arc  sans  contact. 

Eu  effet,  supposons  d'abord  qu'il  \  ait  deux  branches  de  caractéris- 
tiques CMo  et  CM,  c[ui  rencontrent  AB,  et  que  MoCM,  [fig-  i4)  pi'é- 
sente  un  point  anguleux  en  C.  Ln  point  infiniment  voisin  de  Mo  aura 

Fie.   l'i- 


ini  conséquent  s'il  est  à  droite  de  Mg,  et  n'en  aura  pas  s'il  est  à  gauche. 
Donc,  d'aj)rès  le  corollaire  II  du  théorème  XIII,  les  points  de  l'arc  MOA 
n'auront  donc  pas  de  con.séquent.  Un  poiiu  infiniment  voisin  de  A 
n'aurait  donc  pas  de  conséquent,  ce  qui  est  absurde,  puisque  A  est  son 
propre  conséquent.  De  même,  si  l'on  supposait  queM,CiMu  ne  pré- 
sente pas  de  point  anguleux,  ou  que  ("..M,  ne  rencontre  pas  l'.irc  Alî, 
on  arriverait  à  ce  résultat  absurde  qu'un  point  infiniment  voisin  de  .\ 
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n'a  pas  de  conséquent.  Les  hypothèses  faites  an  début  sont  donc  é<ja- 
lement  absurdes.  c.  q.  f.  d. 

Nous  n'examinerons  pas  en  détail  les  cas  où  les  branches  de  carac- 
téristiques qui  viennent  rencontrer  l'arc  sans  contact  sont  issues  de 
plusieurs  cols  diOérents.  La  discussion  se  ferait  d'après  les  mêmes  prin- 
cipes, elle  serait  seulement  plus  longue.  Citons  seulement  quelques 
exemples  de  combinaisons  possibles. 

1°  Courbe  CABD  {Jig.  i  j).  —  L'arc  sans  contact  est  rencontré  par 
deu\  branches  de  caractéristiques  issues  d'un  premier  col  >.   et   par 

Vis-   ". 


deux  branches  issues  d'un  second  col  fi.  Ces  deux  systèmes  do  deux 
branches  de  caractéristiques  présentent  chacun  un  point  anguleux, 
l'un  en  ).,  l'autre  en  ;;.. 

Si  l'on  fait  varier  /„  depuis  x  jusqu'à  la  valeur  qui  correspond  au 
point  A  et  à  la  caractéristique  qui  passe  en  ),  on  a  lui  conséquent;  en- 
suite /(,  variant  depuis  la  valeur  qui  correspond  au  point  A  jusrpi'à 
celle  qui  correspond  au  point  B  et  à  la  caractéristique  qui  passe  en  u., 
~on  n'a  plus  de  conséquent;  et  l'on  en  a  un  de  nouveau,  quand  !„  \aric 
depuis  la  valeur  qui  correspond  à  B  jusqu'à  ,3. 

CHAPITRE  VL 

THÉORIE    DES    CYCLES    LIMITES. 


D'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut,  les  caractéristiques  peu\(iit 
se  diviser  en  quatre  catégories  : 
1°  Les  cvcles  ; 
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2"  T>es  spirales  que  l'on  peut  suivre  incléfiniment  dans  les  deux  sens 
sans  aboutir  à  un  nœud  ou  sans  tourner  autour  d'un  foyer,  et  sans 
revenir  au  point  de  départ  ; 

'V'  Les  caractéristiques  que  l'on  peut  suivre  indéfiniment  dans  un 
sens  sans  rencontrer  un  nœud  ou  se  rapprocher  d'un  foyer,  mais  qui, 
dans  l'autre  sens,  aboutissent  à  un  n(eud  ou  se  rapprochent  infiniment 
A' un  fover  ; 

'1"  Celles  qui  aboutissent  de  part  et  d'autre  à  un  nœud  ou  à  un 
loyer. 

D'api'ès  les  mêmes  principes,  les  demi-caractcristiqiics  se  di\isenl  en 
([uatre  catégories  : 

1"  Les  cycles; 

•2"  Les  demi-spirales  que  l'on  suit  sur  un  arc  infini  sans  arriver  à  nu 
ncxHid  ou  à  un  foyer  et  sans  revenir  au  point  de  départ  ; 

')"  Les  demi-caractéristiques  qui  aboutissent  à  un  nœnul  ; 

'1"  Clellesqui  tournent  indéfiniment  autour  d'un  foyer. 

D'après  le  théorème  L  les  demi-caractéristiques  de  la  seconde  caté- 
gorie rencontrent  certains  cvcles  algébricpics,  et  par  conséquent  cei'- 
tains  arcs  algébriques  sans  contact  en  une  infinité  de  points. 

.Soit  AD  un  de  ces  arcs  algébriques  sans  contact. 

.Soit  M„  {fig.  iG)  le  point  d'où  est  issue  la  demi-caractéristique  con- 


sidérée. Soit  M,  le  consé(pi(>nt  deM„,  et  supposons  que]\L  soit  à  droite 
deM„. 

Soit  Mo  le  conséquent  de  M,,  IM3  celui  de  M,,  etc.;  M.,  sera  à  droile 
de  M,,  M3  sera  à  droite  de  M.,  etc. 

En  général,  M„h  ,  sera  à  droite  de  M„,  et  connue,  quelque  grand  (jue 
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soit  n,  M„  est  toujours  sur  l'arc  AB,  M„  tendra  vers  une  limite  quand  // 
augmentera  indéfiniment.  Soit  FI  cette  limite. 

Le  conséc[uent  de  M„,  quand  n  est  infiniment  grand,  est  infinitnent 
rapproché  de  IM,,.  Donc  H  est  son  propre  conséquent;  donc  la  carac- 
téristique qui  passe  par  TI  est  un  cycle;  nous  l'appellerons  cycle  limite 
de  la  demi-caractéristique  donnée.  On  peut  sutM'e  sur  la  caractéris- 
tique qui  passe  par  ^I„  un  arc  assez  grand  pour  se  rapprocher  autant 
que  l'on  veut  du  point  H 

Soit  IIK  un  arc  de  la  caractéristique  qui  passe  |iar  le  point  II.  Soit 
CD  un  arc  algébrique  passant  par  R. 

On  pourra  prendre  n  assez  grand  pour  que  l'arc  de  caractéristique 
issu  de  M„  aille  rencontrer  CD. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'arc  issu  de  M_,  aille  rencontrea-  Cl) 
en  No.  L'arc  issu  de  Mj  ira  rencontrer  CD  en  N,,  ...  l'arc  issu  de  M,, 
en  un  point  X„. 

N3  sera  à  droite  de  N^,  . ..,  iN„^,  sera  à  droite  de  N„.  De  sorte  que 
la  demi-caractéristique  donnée  rencontrera  CD  en  une  infinité  ch' 
points  No,  N.J,  ...,  N„,  et  que  N„  tendra  vers  K  quand  n  augmentera 
indéfiniment. 

En  résumé,  toute  demi-caractéristique  de  la  seconde  catégorie  a  un 
cycle  limite. 

Tout  aix  algébrique,  si  petit  qu'il  soit,  qui  coupe  ce  cycle,  coupe  la 
demi-caractéristique  en  une  infinité  de  points. 

On  peut  trouver  un  point  de  la  demi-caractéristique  qui  soit  aussi 
rapproché  rju'on  voudra  d'un  point  quelconque  de  son  cycle  limite. 

Soit  AB  [fig.  17)  un  arc  algébrique  sans  contact.  Supposons  qu'à  aii- 

Fig.  17. 


cun  point  M  situé  entre  A  et  B  ne  corresponde  une  caractéristique  allant 
passer  par  un  col;  qu'au  point  Mo  corresponde  un  cycle  limite,  et  qu'à 
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aucun  point  31  dilférent  de  Mo  situé  entre  A  et  B  ne  corresponde  un 
cvcle  limite.  Toute  caractéristique  qui  rencontre  AB  aura  pour  cycle 
limite  le  cycle  qui  passe  par  Mq. 

Si  l'on  considère  un  cycle  limite  C  \fig.  i8)  qui  ne  passe  pas  par  un 
col  et  qui  passe  par  un  point  ^M^,  on  pourra  mener  par  JM^  un  arc  algé- 
l)ri(|ue  AB  assez  petit  pour  cpi'il  soit  sans  contact;  pour  cju'entre  Aet]\I„ 


ou  entre  M„  et  B  il  n'y  ait  aucun  point  auquel  corresponde  une  caracle 
ristique  passant  par  un  col  ou  un  cvcle  limite.  Toutes  les  caractéris- 
tiques qui  rencontrent  AB  ont  alors  C  pour  cycle  limite,  de  sorte  que  (.'. 
est  le  cycle  limite  de  deux  séries  de  caractéristiques  situées  l'une  à 
i  intérieur  du  cvcle,  l'autre  à  l'extérieur. 

A  ovons  ce  qui  se  passe  quand  C  va  passer  par  un  col. 

Soient  H  le  col,  HA,  IIB,  HC,  IID  les  quatre  branches  de  caractéris- 
tirjues  issues  de  ce  col .  Supposons  que  deux  de  ces  branches,  HA  et  HB, 
par  exemple,  aillent  aboutir  à  un  même  point  M,  de  façon  à  former  un 
cycle  HAMBH;  ce  cycle  sera  toujours  cvcle  limite  de  courbes  telles  que 
xa;  l'inspection  de  la  figure  le  démontre  [fig.  19  î- 

Considérons,  au  contraire,  la  courbe  jS,?  :  il  (>st  aisé  de  voir  que,  si 
les  branches  de  courbe  HC,  HD  ne  vont  pas  aboutir  en  un  même  point  N, 
le  cycle  HAMBH  n'est  pas  cycle  limite  de  /5/3. 

Si,  au  contraire,  HCetHD  vont  se  réunir  en  N,/5,'5  a  pour  cvcle  limilc 
le  polycvcle 

HAMBHDNCH. 

TnÉonicML  XV.  —  A  l'intérieur  et  à  l'extérieur  d'un  cycle  limite  quel- 
conque, il  y  a  toujours  au  moins  un  foyer  ou  un  nœud. 
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Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  allons  appeler  tangences  (V un 
cycle  les  points  où  il  touche  un  des  grands  cercles  x  =^  const. 

Les  tangences  seront   directes  si,   dans  le  voisinage   du   |)oint  de 


contact,  le   grand   cercle  tangent  reste  à  l'extérieur   du  cycle.  Elles 
seront  inverses  dans  le  cas  contraire. 

Nous  démontrerons  ensuite  les  deux  lenimes  suivants  : 

Lemme  I.  —  5/  les  poinis  d'intersection  de  Véquateur  avec  le  grand 
cercle  x  ^  o,  points  que  nous  appellerons  m,  m',  sont  tous  deux  à  l'exté- 
rieur d'un  cycle,  r excès  du  nombre  des  tangences  directes  de  ce  cycle  sur 
le  nombre  de  ses  tangences  inverses  est  de  i. 


Si  les  points  m,  m'  sont  tous  deux  à  l'intérieur  du  cycle,  cet  excès 
est  de  —  2 . 

Si  les  points  m,  m'  sont  l'un  à  l'extérieur,  l'autre  à  l'intérieur,  cet 
excès  est  de  o. 

En  effet,  on  peut  passer  d'un  cycle  quelconque  A  à  un  autre  cycle 
également  quelconque  B  par  voie  de  déformation  continue,  c'est-à-dire 
en  passant  du  cycle  A  à  un  cycle  qui  en  diffère  infiniment  peu,  A',  et 
ensuite,  par  luie  série  de  cycles  C  infiniment  peu  différents  les  uns  des 
autres,  on  arrivera  à  un  cycle  B',  infiniment  peu  différent  de  B. 

Dans  ces  déformations  successives,  une  tangence  directe  ne  se  trans- 
formera jamais  en  une  tangence  inverse,  ni  une  tangence  inverse  en  une 

Journ.  de  Math    (3"  série),  tome  VIII.  —  Aol't   1882.  ^4 
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taniçeiice  directe,  car  cela  ne  pourrait  avoir  lieu  que  si  l'un  des  grands 
cercles  a;  ==  const.  devenait  osculateur  à  l'un  des  cycles;  dans  ce  cas, 
ce  serait  que  deux  tangences,  l'une  directe  et  l'autre  inverse,  seraient 
venues  à  se  confondre,  et,  dans  ce  cas,  elles  disparaîtraient  en  général 
pour  un  des  cycles  infiniment  voisins  de  C. 

L'excès  qu'il  s'agit  d'évaluer  dans  ce  Icnimene  peut  se  modifier  dans 
ces  déformations  continues  du  cvcle  que  si  deux  des  tangences  vien- 
nent à  se  confondre,  puis  à  disparaître.  Or  cela  peut  arriver  dans  deux 
cas  : 

i"  Quand  l'un  des  cycles  C  vient  à  passer  par  l'un  des  points  m,  m'; 
mais  nous  supposerons  :  i°  que  les  points  m,  m'  sont  tous  deux  à  l'in- 
térieur de  A  et  tous  deux  à  l'extérieur  de  B;  2°  ou  cpie  les  points  m,  m' 
sont  tous  deux  à  l'extérieur  de  A  et  à  l'extérieur  de  B;  3"  ou  cpie  m 
soit  à  l'extérieur  de  A  et  de  B  pendant  que  m'  est  à  l'intérieur  de  ces 
deux  cycles,  et,  par  conséquent,  on  aura  pu  toujours  choisir  la  série 
des  cycles  C  cjui  permettent  de  passer  du  cycle  A  au  cycle  B,  de  telle 
sorte  qu'aucun  des  cycles  C  ne  passe  ni  par  m,  ni  par  m'. 

2."  Cela  peut  arriver  encore  si  l'un  des  cycles  C  devient  osculateur 
à  l'un  des  cercles  .r^  const.  Mais,  dans  ce  cas,  c'est  une  tangenc<- 
directe  et  une  tangence  inverse  qui  se  confondent  et  disparaissent. 
L'excès  à  évaluer  n'est  donc  pas  modifié. 

Donc  cet  excès  est  le  même  pour  A  et  pour  B. 

Mais  supposons  que  A  soit  un  cycle  convexe  quelconque,  et  B  le 
cycle  donné. 

L'excès  en  question  sera  de  2  pour  A  si  m  et  m'  sont  à  l'extérieur 
de  A;  il  sera  de  —  2  s'ils  sont  tous  à  l'intérieur,  et  o  s'ils  sont  l'un  à 
l'intérieur  et  l'autre  à  l'extérieur. 

L'excès  en  question  sera  donc,  pour  B,  de  2  ;  de  —  2  et  de  o  dans 
les  mêmes  conditions. 

Le  lemme  est  donc  démontré. 

Lemmf.  il  —  Si  l'un  parrourt  an  cycle  de  manière  à  avoir  loiijoiirs 
r intérieur  à  sa  gauche  et  que  l'on  observe  les  l'oriations  du  coefficient 

angulaire  -j-,  onohserveraqu  à  chaque  tangence  directe,  X-—  sautera  de 

-h  30  à  —  XI   si  l'on  est  dans  le  preniier  hémisphère,  et  de  —  ac  m  -f-  ■-« 
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XI  l'on  est  dans  le  second  hémisphère,  et  que  cestle  contraire  pour  les  tan- 
gences  inverses. 

'  Démonstration    du  théorème.   —  Stipjiosons  daljord   que    le   cycle 
limite  considéré  soit  tel  que  les  deux  points  m.  et  m'  soient  d'un  même 
côté  de  ce  cycle,  côté  que  nous  appellerons  Y  extérieur  du  cycle. 
Soient 

V  le  nombre  des  nœuds  et  des  foyers  contenus  à  l'intérieur  du  cvcle; 

V  le  nombre  des  nœuds  et  des  foyers  situés  à  l'extérieur  du  cycle  ; 

7  et  '/  le  nombre  des  cols  situés  à  l'intérieur  et  à  l'extérieur  de  ce  cvcle. 

On  :i 


Le  cycle  coupe  l'équateur  en  un  certain  nombre  de  points,  de  telle 
façon  qu'on  peut  le  partager  en  un  certain  nombre  de  cycles  secon- 
daires situés  les  uns  tout  entiers  dans  le  premier  hémisphère,  les  autres 
tout  entiers  dans  le  second  hémisphère,  et  formés  à  l'aide  d'arcs  du 
cycle  primitif  et  d'arcs  de  l'équateur. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que   le  cycle  donné  soit  le  cycle 

Fig.  20. 


AUBGCRDLA,  qui  coupe  l'équateur  aux  points  A,  B,  C,  D  {Jig.  20). 
Le  cycle  se  décompose  en  trois  cycles  secondaires  : 

AEBHA,  CFDKC,  CGBEALDFC. 
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Or,  d'après  le  théorème  IV,  on  a 

-  (v  -  7)  =  ind.  AEBHA-f-  iiid.  CFDKC  +  ind.  CGBEALDFC. 

Soient,  maintenant,  a,  a',  a",  a'"  le  nombre  des  tangences  directes 
des  arcs  AHB,  CRB,  CKB,  CGH,  ALD  ;  ,6,  |S',  §",  jS"  le  nombre  de  leurs 

tangences  inverses  ;  soient  X  et  X'  le  nombre  de  fois  que  ;^  saute  de  —  ;c 

à  +  co  quand  on  parcourt  les  arcs  AEB  et  CFD;  (x  et  [j.'  le  nombre  de 

fois  que  :ç  saute  de   -i-  ^  à   —  ce  quand  on  parcourt  les  arcs  AEB  et 

CFD;  on  a,  en  vertu  du  lemnie  II  et  en  remarquant  que  tout  le  long 
du  cycle  donné  on  a 

dx  "  X' 
2ind.  AEBHA  =  ^  a  +  X  -  u.  +  /3, 
2ind. CFDKC  =  -  a'-^l'  -  p.'  -h  ?j' , 

1  ind.  CGBEAL  =  -  a"  -  a"  +  i^J'  +  /3  "  -  X  -  X'  +  p.  4-  y.'. 
d'où 

—  (  2  V  —  2  7  )  =  p  -f-  |3'  +  (5"  4-  [S'"  —  a  —  a'  —  a"  —  a'", 

ou,  d'après  le  lemme  I, 

—  (27  —  27)=—  2 ,     V  —  Y  =  I . 


On  a  donc  aussi 
d'où 


V  -  7  =  I  , 
V  ^  o,      v'^o.  C.    Q.    F.    n. 


Dans  les  cas  où  les  points  m,  m'  sont  de  part  et  d'autre  du  cvcle,  la 
difficulté  est  facile  à  tourner.  En  effet,  on  trouvera  toujours  sur  la 
sphère  deux  points  diamétralement  opposés  qui  soient  d'un  même  côté 
du  cycle,  et  il  suffira  d'un  changement  de  variables  pour  retomber  sur. 
le  cas  précédent. 

Si  l'on  ne  trouve  pas  sur  la  sphère  deux  points  diamélralomcnt  op- 
posés qui  soient  d'un  même  côté  du  cycle,  c'est  que  les  points  du  cycle 
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sont  deux  à  deux  diamétralement  opposés,  c'est-à-dire  que  le  cycle  est 
symétrique  à  lui-même  par  rapport  au  centre  de  la  sphère,  et  alors  le 
théorème  est  évident  par  hii-niènie. 

Théorème  XVI.  —  Un  cycle  algébrique  qui  passe  par  tous  les  nœuds 
el  par  tous  les  foyers  rencontre  tous  les  cycles  limites. 

En  effet,  soit  un  cycle  limite  C  quelconque;  il  contient  certains 
nœuds  et  certains  fovers  à  son  intérieur,  certains  nœuds  et  certains 
foyers  à  l'extérieur. 

Il  V  a  donc  des  points  du  c\  cle  algébrique  donné  qui  sont  à  l'exté- 
rieur de  C,  et  d'autres  qui  sont  à  l'intérieur,  c'est-à-dire  que  le  cycb 
algébrique  donné  rencontre  C].  c.   q     f.   d. 

Corollaire.  —  Tout  cycle  algébrique  qui  passe  par  tous  les  nœuds  et 
partons  les  foyers  rencontre  toutes  les  caractéristiques. 

Théorème  X^  II.  —  Les  cycles  limites  sont  en  nombre  fini,  pourvu 
qu  aucun  d'eux  ne  passe  par  un  col. 

En  effet,  faisons  passer  un  cycle  algébrique  C  par  tous  les  nœuds  et 
par  tous  les  foyers.  Soient 

•^  =  ?(0.  y  =  W) 

les  équations  de  ce  cycle  C. 

Ce  cycle  C,  rencontrant  tous  les  cycles  limites,  aurait  une  infinité  de 
points  d'intersection  avec  ces  cycles  limites,  si  ceux-ci  étaient  en 
nombre  infini.  Il  y  aurait  donc  un  point  de  ce  cycle  C  autour  duquel 
ces  points  d'intersection  seraient  infiniment  rapprochés,  c'est-à-dire 
que  si 

est  la  loi  de  conséquence  d'un  certain  arc  sans  contact  du  cycle  C,  il 
y  aura  une  certaine  valeur  t  de  /o>  telle  que,  t^  variant  de  -  —  £  à  t  -l-  £. 
/,  devienne  un  nombre  infini  de  fois  égal  à  t^. 

Mais,  si  -  ne  correspond  pas  à  une  caractéristique  passant  par  un 
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col,  0(^0)  est  holomorphe  pour  t^  —  r,  et  on  ne  peut  donc  avoir  une 
infinité  de  fois  {t°  variant  de  t  —  £  à  -  -4-  ?) 

^o=?('o)- 

Cela  ne  peut  arriver  non  plus  si  t  ne  correspond  pas  à  un  cycle 
limite. 

Donc  on  ne  peut  avoir  ime  infinité  de  cycles  limites  que  si  l'un  d'eux 
va  passer  par  un  col . 

Théorie  des  anneaux  limites.  —  Soit  encore  un  cycle  algébrique  C 
passant  par  tous  les  nœuds  et  par  tous  les  foyers.  On  peut  y  découper 
un  certain  nombre  d'arcs  sans  contact  contenant  tous  les  points  qui 
correspondent  à  des  cycles  limites  et  ne  contenant  aucun  des  points 
qui  correspondent  à  des  caractéristiques  passant  par  des  cols. 

Soit  ?,  =:  $1(^0)  la  loi  de  conséquence  de  l'un  de  ces  arcs,  et  suppo- 
sons que  l'on  fasse  varier  ?„  depuis  a  jusqu'à  (3;  que  les  points  /„  =  a. 


B,     B, 


/„  =  ^  aient  deux  conséquents  /,  =  a',  ^,  =  ['/ .  Soit  A,  le  point  de  l'arc 
.sans  contact  qui  correspond  à  /„  =  t.  Supposons  que  l'on  considère  le 
point  de  la  sphère  qui  se  trouve  sur  la  caractéristique  qui  jiasse  par  A. 
et  qui  est  séparé  de  A,  par  un  arc  s  île  caractéristique,  et  qu'on  fasse 
correspondre  à  ce  point  un  point  du  plan  qui  ait  pour  coordonnées 
*^tT(/^.  21). 

A  l'arc  sans  contact  correspondront  : 
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\°  T.e  segnienl  de  Irt  droite  s  --  o  compris  entre  les  points 

T  =  K,     '  =  i^<     soit  Al)  (/7^.  oj  ; 
2"  Un  certain  arc  de  conrbe  CD,  défini  par  l'équation 

X(t)  étant  la  longueur  de  la  caractéristique  passant  par  A,  qu  il  faut 
parcourir  avant  de  rencontrer  de  nouveau  lare  sans  contact. 

Un  point  quelconque  de  l'arc  sans  contact  sera  représenté  par  un 
point  B,  du  segment  AB  et  par  un  point  D,  de  l'arc  CD.  Tout  arc  de 
courbe  allant  de  D,  à  B,  représente  un  cycle;  ce  cycle  sera  sans  con- 
tact si  l'arc  de  courbe  D,B,  n'est  tangent  à  aucune  des  droites  -  =  const. 

Or  il  est  chur  qu'on  peut  joindre  par  des  droites  A  et  C,  E  etD,  puis 
sillonner  le  quadrilatère  niixtiligne  ABCD  par  des  arcs  de  courbe  qui 
ne  sont  tangents  à  aucune  des  droites  r  =  const.  et  qui  ne  se  coupent 
en  aucun  point. 

Conséquence.  —  Autoiu'  d'un  cycle  limite  quelconque  se  trouve  une 
région  annulaire  qui  est  limitée  par  deux  cycles  sans  contact  que  nous 
appellerons  cycles  ji ont ières,  et  qui  est  sillonnée  de  cvcles  sans  contact 
(pii  ne  se  coupent  en  aucini  point. 

Ces  régions  annulaires  sappelieroiit  anneaux  limites  et  seront  en 
nombre  fini. 

.Autour  des  nœuds  et  des  foyers,  on  |)eut  également  tracer  une  série 
tle  cvcles  sans  contact  s'enveloppant  mutuellement,  de  sorte  que  les 
nœuds  et  les  foyers  ont  aussi  leurs  anneaux  limites. 

Nous  avons  implicitement  supposé  qu'aucun  cy(  le  limite  ne  passait 
par  lui  col,  car  nous  avons  envisagé  sur  le  cycle  algébrique  C  des  arcs 
sur  lesquels  se  trouvaient  tous  les  points  auxquels  correspondent  des 
cycles  limites,  et  ne  se  trouvait  aucun  des  points  auxquels  corres- 
pondent des  caractéristiques  passant  par  des  cols. 

Supposons  maintenant  qu'un  cycle  limite  aille  passer  par  wn  col  ; 
nous  savons  que  deux  cas  ])euvent  se  présenter  : 

i"  Une  pareille  caractéristique  n'est  cycle  limite  que  des  caractéris- 
tiques cjui  lui   sont  suffisamment  voisines  et  qui  sont  situées  à  l'inlc- 
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rieur  du  cycle  [soïrjîg.  i5).  Dans  ce  cas,  on  découpera  sur  le  cycle  C 
un  arc  sans  contact,  limité  au  point  qui  correspond  au  cycle  limite  qui 
passe  par  un  col,  et  ne  contenant  aucun  autre  point  correspondant  à 
une  caractéristique  passant  par  un  col  et,  raisonnant  comme  dans  le 
cas  général,  on  fera  voir  que  le  cycle  qui  passe  par  un  col  a  égale- 
ment un  anneau  limite,  mais  dont  il  est  lui-même  le  cycle  frontière. 

2"  Les  cycles  HAMBII,  HCNDII  {Jîg.  i5)  sont  cycles  limites  des  ca- 
ractéristiques situées  à  l'intérieur  de  ces  cycles  pendant  que  le  po!\- 
cycle  IIAMBHDNCH  est  cycle  limite  des  caractéristiques  extérieures. 

Raisonnant  comme  dans  le  premier  cas  particulier,  on  verrait  que 
chacun  de  ces  trois  cycles  a  un  anneau  limite,  dont  il  est  lui-même  le 
cycle  frontière;  de  sorte  cjue  ces  trois  anneaux  limites  forment  par  leur 
juxtaposition  wwq  seule  région  annulaire. 

Régions  interannulaires.  —  Les  cycles  frontières  di\isent  la  sphère 
en  deux  catégories  de  régions  :  i"  les  anneaux  limites  que  nous  ve- 
nons d'étudier;  2°  les  régions  interannulaires. 

Un  mobile  parcourant  ime  caractéristique  d'une  vitesse  uniforme  et 
partant  d'un  point  situé  dans  une  région  interannulaire  ira,  après  un 

Fi! 


tem|)s  fini,   traverser  un  cycle  frontière  pour  passer  dans  un  atuieau 
limite. 

Ciar  les  régions  interannulaires  ne  conlieiuient  ni  nœud,  m  fo\er.  ni 
aucun  point  des  cycles  limites. 
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Je  dis  que  les  régions  interannulaires  sont,  comme  les  anneaux  li- 
mites, sillonnées  par  des  cycles  sans  contact.  En  effet,  supposons,  pour 
fixer  les  idées,  qu'une  région  interannulaire  soit  limitée  par  trois  cycles 
frontières  A,  B,  C  et  divisée  en  deux  parties,  sillonnées,  la  première  par 
des  caractéristiques  allant  de  A  en  B,  la  seconde  par  des  caractéristi- 
ques allant  de  A  en  C.  Les  deux  parties  de  la  région  devront  être  sépa- 
rées par  une  caractéristique  allant  passer  par  un  col  D  [fig.  9.2  ].  Soient 
«D,  a'D,  ,6D,  |S'D  les  quatre  branches  de  caractéristiques  issues  de  D. 

SoitT  un  paramètre  quelconque  définissant  un  point  l,  du  cycle  A. 
Soient  {x,y)  un  point  d'une  caractéristique  issue  de  X, ,  et  5  l'arc  de  ca- 
ractéristique qui  sépare  {ac,  j)  de  1, .  Représentons  le  point  de  la  sphère 
(x,  y)  par  le  point  du  plan  dont  les  coordonnées  sont  s  et  t.  La  droite 
A,C,  15,  f  5  =  o)  {/ig.  23)  représentera  le  cycle  A;  A,  et  B,  représente- 

Fig.  2?,. 


ront  le  point  a;  C,  représentera  le  point  a';  les  arcs  E,,E.j,  EjE,  re- 
présenteront respectivement  les  cycles  B  et  C;  D,,  0^,03  représ-en- 
teront  le  point  D;  E,  et  E3  représenteront  p  ;  E^  et  E,  représenteront  ,S'. 
D'ailleurs  on  aura 


E,1),  =  E3D,,     E,D,  =  E,I\„     A.D, 
Les  arcs  de  courbe  ufy/,  5ê,  'Ç9,  où  l'on  a 


B.l),. 


A,«<A,D3.       C,|3<D,C,,  A,a^B,y, 

îC,     >E,C,,  £D,     =5  D,, 

ÇC    >D,C,,  6D,     :_-:  D,. 
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représentent  des  cycles,  et  ces  cycles  seront  sans  contact  si  les  arcs 
ajS-y,  §£,  Çô  n'ont  pas  de  tangente  parallèle  à  l'axe  des  s.  Or  il  est  clair 
qu'on  peut  sillonner  le  polygone  mixtiligne  A,B,E,E2E3E4  d'arcs 
satisfaisant  à  cette  condition.  Donc  on  peut  sillonner  la  région  inter- 
annulaire de  cycles  sans  contact,  ce  f[ui  permet  d'énoncer  le  théorème 
suivant  : 

ÏHiiORÈME  XVIII.  —  //  existe  toujours  un  système  lopographiqne 
formé  de  cycles  sans  contact,  de  polj  cycles  sans  contact  et  de  cycles  li- 
mites. Ce  système  topographique  sillonne  toute  la  surface  de  la  sphère. 
Les  fonds  et  ses  sommets  sont  les  nœuds  et  les  foyers  de  l'équation  donnée. 
Les  cols  sont  les  cols  de  V équation  donnée. 

La  connaissance  de  ce  système  topographique  permet  de  discuter 
complètement  les  formes  affectées  par  les  courbes  c{ue  définit  l'cqua- 
tiou  différentielle  donnée.  On  le  comprendra  mieux,  d'ailleurs,  par  les 
exemples  cjui  vont  suivre. 

CHAPITRE  Vil. 

EXEMPLES    DE     DISCUSSIONS    COMPLETES. 

Premier  exemple.  —  Soit  [ftg-  24)  l'équation 
dy  dx 


On  peut  remarquer  d'abord  que  les  courbes  X  ;=  o,  Y  ^  o,  qui  .sont 
l'une  xj^i,  l'autre  x-  -h y-  ^  i ,  ne  se  coupent  en  aucun  point  ni  en 
dehors  de  l'équateur  ni  sur  l'équaLeur 

.Si  de  plusXo  et  Y^  sont  les  termes  du  second  degré  de  X  et  de  Y, 
nu  a 

X2=:  —  (.r=-|- J)'°),      Yj=a:j 

x\.2  — }'X.>  =  vf  2.r-  -f-.V"). 

L'expression  x\.^  —  j'Xj  ne  s'anmdc  (pic  j)()ur  r  =:  o. 

Donc  ré([uation  ne  présente  aucun  point  singulier  eu  dehors  de 
l'équateur,  et  sur  l'équateur  même  elle  en  a  deux  qui  sont  à  Tinter- 
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section  de  l'équateur  nvec  le  grand  cercle  y  =  o,  et  qui  sont  évidem- 
ment des  nœuds. 

L'équateur,  passant  par  tous  les  points  singuliers,  rencontre  tous 
les  cvcles  limites;  mais,  comme  c'est  une  caractéristique  et  qu'elle  ne 
passe  par  aucun  col,  elle  ne  peut  rencontrer  aucune  autre  caracté- 
ristique en  aucun  autre  point  qu'aux  deux  nu-uds  N  et  N';  elle  ne 
rencontre  donc  aucini  cycle  limite  :  donc  il  n'v  a  pas  de  cycle  limite; 
donc  toutes  les  caractéristiques  partent  de  N  pour  aller  aboutir  en  TS"^'. 

La  ^g-.  i]    représente    la    projection   stéréogi'aphique  du  premier 


hémisphère.  NBM'R  est  l'équateur;  NN'  sont  les  noeuds;  NAN',  NA  > 
sont  des  caractéristiques. 

Deuxième  exemple    —  Soit  [fig.  21)  l'équation. 

dy  4x 

ojv  —  5         JL---\-y'- — 1 

Ici  encore  les  courbes  X  :=  o,  Y  =  o  ne  se  coupent  pas,  mais  lex- 
pi'ession  ^Y^  —  yXj  se  réduit  à 


y{i\x'^  —  y^). 


27b 
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de  so7-te  qu'elle  s'annule  pour 

V  ^  o,     y  =  3 a',     y  ^=  —  2cc. 
C'est  dire  : 
i"  Qu'en  dehors  de  l'équateur  il  n'y  a  pas  de  point  singulier: 


2"  Que  sur  l'équateur  il  y  a  six  points  singuliers,  dont  quatre  nœuds 
et  deux  cols. 
En  posant 


X  =:  -,     y 


l'équation  devient 


dt 


z(—i-t-+z.-)         l(!i  — (')  —  :■'{:>- t) 

Faisons  successivement  /  =  o,  1^=2,  1=  —  a;   le  coefficient  i\i' z 
dans  le  dénominateur  de  dz  sera  toujours  négatif. 

Considérons  la  différentielle  du  dénominateur  de  dt  par  rai)porl  à  /  ; 
elle  sera 

Négative  pour  t  =  —  -j,  \ 

Positive    pour  /  =  o, 

Négative  pour  t=  2. 
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Donc  les  points  s  =  o,  <  =  ±  2  sont  des  nœuds  ;  le  point  z  =  t  =  n 
est  un  col. 

La  figure  r."présente  encore  la  projection  stéréographique  du  pre- 
mier hémisphère;  A  et  B  sont  les  deux  cols,  CDEF  les  quatre  nœuds. 

Le  système  topographique  des  cycles  sans  contact  a  jwur  fonds  et 
pour  sommets  C,  D,  E,  F,  pour  cols  A  et  B. 

Considérons  maintenant  le  grand  cercle 


En  aucun  point  de  ce  grand  cercle  qui  se  projette  en  GII  on  n'a 

X-  -+-y'  =  I, 

ni  par  conséquent  dx  =  o.  C'est  donc  un  cycle  sans  contact.  Donc, 
si  C  est  un  fond  du  système  topographique  des  cycles  sans  contact, 
E  est  également  un  fond  pendant  que  D  et  F  sont  des  sommets. 

Les  lignes  tracées  en  traits  pleins  sur  la  figure  représentent  alors 
le  système  topographique  des  cycles  sans  contact.  D'ailleurs  on  ferait 
voir,  comme  dans  le  premier  exemple,  qu'il  n'y  a  pas  de  cycle  limite. 

Les  caractéristiques  issues  de  C  iront  donc  ahoutir  soit  en  F,  soit 
en  D,  et  la  région  occupée  par  les  caractéristiques  allant  de  C  en  F 
sera  séparée  de  celle  qui  est  occupée  par  les  caractéristiques  allant 
de  C  en  D,  par  une  caractéristique  allant  de  C  en  A. 

Il  V  a  donc  une  caractéristique  allant  de  C  en  A,  s'il  y  en  a  allant 
de  C  en  D.  Dans  ce  cas,  il  y  en  a  également  une  allant  de  D  en  B. 

Nous  nous  trouvons  donc  en  présence  de  deux  hypothèses 

Première  hypothèse.    Deuxième  hypothèse. 
de  C  en  F 


de  E  en  F 
de  E  en  D. 


■  Une  infinité  de  ca-  I         de  C  en  F 
ractéristiques  al-  de  C  en  D 

lant 1         de  E  en  D 

Une  caractéristique  '  de  C  en  A         1         de  E  en  A 

allant deDenB         |         deFenli. 

Pour  décider  entre  ces  deux  hypothèses,  remarquons  que  l'arc  de 
grand  cercle  v  =  o,  qui  va  de  A  en  B,  est  un  arc  .sans  contact.  La  ca- 
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ractéristiqiie  issue  du  point  A  ne  peut  donc  le  couper.  Elle  est  donc 
tout  entière  dans  l'un  des  deux  quarts  de  sphère  AOBCGF,  AOBDIIE. 
Dans  le  voisinage  du  point  A,  l'équation  différentielle  s'écrit 

:;  -5-  = -, ^ —  =  —  4^  -1-  5s-  —  itz-  ^  D/'+  C&4, 

dz  —\  —  t-^z-  ^  '  * 

(fi  re|)réseulant  une  série  commençant  par  les  termes  du  quatrième 
degré  en  s  et  en  t\  d'où  nous  tirons 

5  étant  une  fonction  holomorphe  en  z. 

Donc,  dans  le  voisinage  du  point  A,  la  caractéristique  qui  passe  par 
ce  point  passe  par  des  points  correspondant  à  /  <  o,  c'est-à-dire  que 
la  caractéristique  est  dans  le  quart  de  sphère  AFGCBO.  Elle  est  donc 
tout  entière  dans  ce  c[uart  de  sphère;  elle  ne  peut  donc  aboutir  au 
nœud  E;  elle  aboutit  donc  au  nœud  G.  C'est  la  première  hvpothèse 
qui  doit  être  adoptée,  et  les  caractéristiques  présentent  les  formes 
représentées  en  trait  plein  sur  \^fig.  25. 

Troisième  exemple.  —  Soit  [fig.  2G)  l'équation 

d.i:  dv 


.r(.r- -(-)•■-—  i)  —  )-(j:-+  v-4-  i)         j-(.i- -h  y-  — i)  -^  .r {jc- -^  y- -\- i) 

Il  n'y  a  qu'un  point  singulier  dans  chaque  hémisphère;  c'est  le 
])oint  iT  ^y  =  o  qui  est  un  foyer. 

Il  n'y  a  aucun  point  singulier  sur  l'équateur,  qui  est  une  caracté- 
ristique et  qui  est  par  conséquent  un  cvde  limite. 

Considérons  le  svstème  topographicjue  des  cercles  qui  ont  leur 
centre  à  l'origine,  c'est-à-dire  des  cycles 

X-  -\-  y-  =  const. 

La  coiu'be  des  contacts  de  ce  système  tojiographique  est 

{x^-\-y^)[x^-+y^-  1), 
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c'esl-à-diie  que  tous  ces  cercles  sont  des  cycles  sans  contact,  excepté 
le  cercle  de  rayon  i  qui  est  un  cycle  limite.  Il  n'y  a  pas  d'autre  cvcle 


Fig.  26. 


limite.  Le  système  des  caractéristiques  présente  donc  l'aspect  de'  la 
fig.  26. 

Quatrième  exemple.  —  Soit  {fig-  27)  l'équation 


a-  (  .r-  -H  J--  —  1  )  {.r-  -\-  y'^  —  9 )  —  y  ( .r^  +  _)•'  —  2  ,r  —  s  j 

^  dy^ 

y{x--Jr  y-—\)(x-^  y^  —  <j)  +  x  {x- -\- y- —  2  jc  —  8)" 

On  voit  qu'il  y  a  trois  points  singuliers  : 
i"  Le  point  O 

X  ^  Y  ^  o; 

2"  Les  points  A  et  B  d'intersection  des  cercles 

X-  -+-,)'^  —  9^0,     x'^  +  J'^  —  2a:  —  8  =  o. 

Le  point  O  est  lui  foyer;  le  point  A  est  un  nœud  ;  le  poiiil  lî  l'sl  md 
col.  On  verrait,  comme  dans  l'exemple  précédent,  que  l'équatour  csi 
un  cycle  limite;  que  les  cercles  qui  ont  l'origine  pour  centre  sont  des 
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cycles  sans  contact,  excepté  les  cercles 


a:^  -h  y  —  I  ^  o, 
ce"  -hY^  —  q  =  o. 


qui  sont  des  caractéristiques. 

Le  premier,  qui  ne  passe  par  aucun  point  singulier,  est  un  cycle  li- 
mite; le  second  passe  par  un  nœud  et  par  un  col. 

Il  y   a   donc  trois  catégories   de  caractéristiques  :    les   premières 


Fis.  27. 


tournent  autour  du  foyer  O  (Jig.  27)  et  ont  pour  cycle  limite 

j:''  +  V"  —  I  =  o  ; 
les  secondes  aboutissent  au  nœud  A  et  ont  pour  cycle  limite 


X-  -^  y-  —  1  =  0: 


les  troisièmes  aboutissent  au  nœud  A  et  ont  pour  cycle  limite  l'équa- 
teur. 

Gomme  caractéristiques  exceptionnelles,  on  a  : 

1"  L'équateiir; 
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î"  Le  cercle  ir^  -f-  j-  =  i  ; 
3°  Le  cercle  x''  +JK'  =  9; 

4°  Une  caractéristique  partant  du  col  lî  et  axant  pour  cvcle  IiidIIc 
l'équateiir  ; 

5°   Une  caractéristique  partant  dn  col  1>  et  ayant  pour  cvcle  limite 

a;-  +  j=  ==  r 

Un  point  mobile  qui,  si  t  représente  le  temps,  se  muiit  d'après  la  loi 


dt 


x{x--hy-  —  \)[X-  -H  y-  —  9)  —  v(.r^4-j-  —  ax  —  8), 


-j-  =  y[x-  -I- V-—  \)''x-  -hy-  —  9)  -1-  x{x^  -h y-  —  IX  —  8), 
ne  pourra  sortir  du  cercle 


s'il  se  trouve  à  l'intérieur  de  ce  cercle. 

Cinquième  exemple.  —  Soit  ijig.  28)  l'équation 

dx       dy 

AC  — B  ""  EC+A' 
où 

A  =  x[ix-  -\-  -ZY^  -\-  l), 

B  =y{-?.x--\-  i\-  —  i), 

C  =  (j:-+j-)- -h  a;-  — j- +  o,  (. 

I-es  points  singuliers  nous  sont  donnés  par  les  équations 

AC  —  IJ  =  o, 

BC  +  A  =  o, 
d'oii 

A  =  B=:o. 

Ils  sont  donc  au  nombre  de  trois,  dans  chaque  hémisphère,  à  savoir: 
1°  Deux  foyers 

x=^o,     y  =  rt  -^; 

lourn.  de  yiath.  (3'  série),  tome  VIII.  —  Aoit  18S2.  JO 
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2"  Un  col 

x=y  =  o. 

Si  nous  considérons  les  courbes 

F  =  {x-  -h y-}- -h  x^  —y'=  const., 

leurs  contacts  nous  seront  donnés  par  l'équation 


Or 


^  (  AC  -  B)  4-  ^  (RC  +  A)  =  o. 

dx  dy 

Fiff.  28. 


l'équation  précédente  devient  donc 

(A«  +  B=*)C  =  o, 
où 

C  =  o. 

Mais  la  courbe  C  =  o  est  elle-même  une  des  courbes 

F  =  const. 
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Toutes  les  courbes  F  =  const.  sont  donc  formées  de  cycles  sans 
contact,  excepté  la  courbe  C  =  o,  qui  est  formée  de  cycles  limites. 
L'équateur  est  aussi  un  cycle  limite. 
Il  reste  à  construire  les  courbes  algébriques 

[x-  -h y-)^  -h  X-  —  y''  =  K. 

Pour  K.  <C  —  V,  la  courbe  est  entièrement  imaginaire. 
Pour  K  =  —  Y,  elle  se  réduit  aux  deux  points  singuliers 

a;  =  o,     y  :=  rt  -^- 

V'2 

Pour  o  |>  K  >  —  -f ,  elle  se  compose  de  deux  cycles. 

Il  en  est  ainsi,  en  particulier,  de  la  courbe  C  =  o,  qui  se  compose 
de  deux  cycles  limites. 

Pour  K  =  o,  elle  se  réduit  à  un  polycycle  ayant  un  point  double  à 
l'origine. 

Pour  R  >  o,  elle  se  compose  d'un  seul  cycle. 

Le  système  des  caractéristiques  présente  donc  la  forme  qui  est  indi- 
quée par  \?ifig-  28. 

CHAPITRE  Vin. 

RECHERCHE  DES  CYCLES  SA^S  CONTACT. 

La  facilité  avec  laquelle  se  discutent  complètement  les  exemples 
précédents  est  due  à  deux  causes.  Eu  premier  lieu,  les  cycles  limites 
étant  algébriques,  le  système  topographique  des  cycles  sans  contact 
et  des  cycles  limites  est  lui-même  algébrique  ;  en  second  lieu,  la  forme 
même  de  l'équation  différentielle  permet  de  trouver  immédiatement 
ce  système  topographique;  mais  il  est  évident  que  cela  n'aura  pas  lieu 
en  général. 

Quand  les  cycles  limites  ne  sont  pas  algébriques,  une  discussion 
complète  est  évidemment  impossible  ;  car  on  ne  pourra  jamais  trouver 
en  termes  finis  l'équation  des  cycles  limites.  Mais  on  peut  arriver  à 
diviser  la    sphère  :  i°  en  régions  acycliques,   où  l'on  est  certain  de 
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D'avoir  aucun  point  d'aucun  cycle  limite  :  1"  en  régions  nionocN  - 
cliques,  où  se  trouvent  tous  les  points  d'un  des  cycles  limites  et  où 
l'on  n'a  aucun  des  points  d'aucun  autre  cycle  limite. 

\A\e  pareille  séparation  des  cycles  limites  sera  toujours  possible 
quand  les  cycles  limites  seront  en  nombre  fini. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  supposerons  :  1°  qu'il  n'y  a  que  deux 
points  singuliers  situés  en  dehors  de  l'équateur  et  que,  par  conséquent, 
ces  deux  points  sont  des  foyers  ou  des  nœuds  ;  2"  que  ces  deux  points 
ont  poin-  coordonnées 

oc=y  =  o. 

Dans  les  cas  où  il  v  aurait  plus  de  deux  points  singuliers,  la  discus- 
sion serait  plus  longue  et  plus  compliquée. 

Dans  le  cas  auquel  nous  nous  restreignons,  il  n'y  a  qu'un  nombre 
fini  de  cycles  limites;  de  sorte  que  la  séparation  de  ces  cycles  est  tou- 
jours possible. 

Nous  ne  considérerons  que  ce  qui  se  passe  dans  le  premier  hémi- 
sphère. En  effet,  tout  se  passe  de  même  de  l'autre  côté  de  l'équateur. 
qui  est  en  général  un  cycle  limite. 

Nous  diviserons  cet  hémisphère  : 

V  En  régions  acvcliques,  qui  ne  peuvent  être  traversées  par  aucun 
c\cle  liante. 

2"  En  régions  monocvcliques,  qui  contiennent  un  cycle  limite  tout 
entier,  et  ne  sont  traversées  par  aucun  autre. 

3"  En  régions  cycliques,  qui  contiennent  certainement  un  cycle  limite 
tout  entier,  et  sont  peut-être  traversées  par  lui  ou  plusieurs  autres  cycles 
limilcs. 

4°  En  régions  douteuses,  qui  conùt'wnenX.  peut-être  un  cycle  limite 
tout  eiitici',  peut-être  plusieurs,  et  qui  peut-être  ne  sont  traversées  par 
aucun  cycle  limite. 

On  poussera  la  discussion  en  cherchant  à  étendre  les  régions  ac\  - 
cliques  de  façon  à  resserrer  les  cycles  limites  dans  des  régions  mono- 
cyclicpiesde  moins  en  moins  étendues,  et  à  faire  disparaître  les  régions 
cycliques  et  les  régions  douteuses.  On  pourra,  si  l'on  veut,  terminei- 
la  discussion,  cjuand  il  n'y  aura  plus  que  des  régions  acvclicpies  et 
monocycliques;  on  pourra  aussi  la  pousser  plus  loin,  de  façon  à  étendre 
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encore  les  régions  acycliques  et  à  y  tracer  un  plus  grand  nombre  de 
cycles  sans  contact. 

Méthode  générale.  —  Considérons  une  t'onclion  algébricjue 

F,  (a;,  y): 

1°  Qui  reste  toujours  iinie  et  déterminée,  ainsi  cjue  ses  dérivées, 
quand  X  et  /  prennent  des  valeurs  réelles  et  finies,  et  devient  infinie 
quand  x  ou  v  sont  infinis; 

a"  Qui  soit  nulle  pour  x  =  y  =^  o,  et  positive  toutes  les  fois  que  x 
ou  j  sont  différents  de  o; 

.■5°  Dont  les  dérivées  du  premier  ordre  ne  s'aniuilent  à  la  fois  que 
si  a;  =j'  =  o; 

[f  Telle  que,  pour  a-  =  j  =  o,  on  ait  l'inégalité 

c/'F.y/dX        dYY       ,  d\  dYd'F^  d'Fi      . 


^dxdy)    \dY        dx  )  dx  dy   dx-     dy- 

5"  Telle  que  la  courbe 

d.i-  dx 

ne  coupe  pas  l'équateur. 
L'équation 

F.  =  K., 

où  K,  est  une  constante  quelconque,  représente  un  système  topogra- 
phique ayant  pour  sommet  l'origine  et  dont  l'équateur  est  un  cycle. 
La  courbe  des  contacts  dont  l'équation  est 

^  r/F,         ^-  dF, 
dx  dy 

ne  cotqie  pas  l'équateur,  en  vertu  de  la  cinquième  condition,  et  a  à  l'ori- 
gine un  point  isolé,  en  vertu  delà  quatrième  condition. 

Les  cycles  F,  =  K  sont  donc  sans  contact  si  K,  est  très  petit  et  s'il 
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est  très  grand.  Faisons  varier  K,  depuis  o  jusqu'à  -f-  ac  ,  et  supposons, 
par  exemple,  que  pour 

o  <  K,  <  a,  le  cycle  F,  =  K,  soit  sans  contact  ; 
a<R,  <[/3,  »  ne  soit  pas  sans  contact  ; 

P<;R,  <;y,  »  soit  sans  contact; 

y<^K,<^8,  »  ne  soit  pas  sans  contact  ; 

(?<;  K,  <<  -I-  30  ,        »  soit  sans  contact. 

Alors  les  régions  de  la  sphère,  définies  par  les  inégalités 

o<F,<«,     i3<F,  <7,     (?<F,<4-^, 

seront  acvcliques  ;  les  régions  définies  par  les  inégalités 

«<F.<P,     7<F.<^ 
seront  douteuses. 

Premieu  problème.  —  Reconnaître  si  une  région  douteuse  est  cy- 
clique. 

Pour  cela,  nous  allons  donner  un  moyen  de  reconnaître  si  dans  une 
région  douteuse  passe  un  nombre  pair  ou  impair  de  cycles  limites.  Il 
est  clair  que,  si  l'on  trouve  que  le  nombre  des  cycles  limites  qui  tra- 
versent une  région  douteuse  est  impair,  c'est  que  cette  région  est 
cyclique.  Pour  résoudre  le  problème  que  nous  nous  sommes  proposé, 
il  est  nécessaire  d'introduire  une  notion  nouvelle. 

Soit  ABC  un  arc  d'un  cycle  sans  contact,  soit  EBD  un  arc  du  grand 
cercle  j  =  o.  Soit  {Jig.  29)  EB  la  portion  de  cet  arc  qui  est  située  à 
l'extérieur  du  cycle  ABC;  BD  la  portion  qui  est  située  à  l'intérieur; 
BC  la  portion  de  l'arc  ABC  qui  serait  à  la  droite  d'im  observiiteur 
ayant  les  pieds  sur  la  sphère  en  B  et  regardant  du  côté  de  E;  liA  la 
portion  qui  serait  à  la  gauche  de  cet  observateur.  TMous  dirons  cpie  le 
cycle  ABC  est  positif,  par  rapport  à  l'arc  de  grand  ccrcley  =  o,  (piand 
la  caractéristique  qui  passe  en  B  est  située  dans  l'angle  EBC,  en  l'I! 
par  exemple,  et  rju'il  est  négatif  quand  cette  caractéristique  est  située 
dans  l'angle  EBA,  en  F'B  par  exemple. 


COURBES    DKFINIES    PVR     UNE     l'QUATION     DIFFERENTIELLE. 


28- 


Ceci  posé,  remarquons  que,  si  l'on  fait  varier  le  cycle  ABC,  ce  cvde 
change  de  signe  :  i"  toutes  les  fois  qu'il  devient  ini  cvcle  limite; 
2"  toutes  les  fois  que  EB  est  tangent  à  1*'B. 

Maintenant  nous  sommes  en  état  de  résoudre  le  problème  proposé. 
A  cet  effet,  considérons  la  région  douteuse  comprise  entre  les  cvcles 

F,  =  a,     F,  =  ,'5. 

Soient  A  et  B  les  points  où  l'arc  de  grand  cercle  j^  o  rencontre 
ces  cycles.  Soit  X  le  nombre  des  cycles  limites  compris  dans  la  région 


douteuse  ;  soit  p.  le  nombre  des  contacts  du  grand  cercle  y  ^=  o  com- 
pris entre  A  et  B  ;  soit  v  un  nombre  qui  est  pair  si  les  cycles  F,  =  «, 
F,  =  j3  sont  de  même  signe,  impair  dans  le  cas  contraire;  soit  6  le 
nombre  de  fois  que  les  cycles  sans  contact  du  système  topographique 
défini  au  théorème  XVIII  changent  de  signe  quand  on  passe  du  cycle 
F,  =  a  au  cycle  F,  =  j3  ;  on  aura 


d'où 


ù^'k  +  jj.,     6^v       mod  2), 
}.^^li-h-j     (mod  2), 


ce  qui   permet  de  voir   si  le  nombre  des  cycles  limites  est  pair  ou 
impair. 

Problème  II.  —  Reconnaître  si  une  région  est  monocvclique. 
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Pour  résoudre  ce  problème,   appuyons-nous  sur  le  théorème  sui- 
vant. 

Théorème  XIX.  —  5/  l'on  pose 

X  =  p  cosoo,     j'  =  0  sinc). 

et  que  l'équation  différentielle  devienne 

d?  '  ^ 

si  I  (p)  est  une  fonction  quelconque  de  p  n'ayant  qu'une  valeur  Jinie 
pour  chaque  valeur  finie  de  p  ;  entre  deux  cycles  limites  quelconques, 
il  y  a  toujours  des  points  où 

l|=cc       ou      '^(p)  =  ac, 
ou  bien  où 

Soient  en  effet  Wj  une  certaine  valeur  de  w,  po  et  p„  les  valeurs  de  p  qui 
correspondent  aux  points  d'intersection  des  deux  cycles  limites  consi- 
dérés et  de  l'arc  de  grand  cercle 

Considérons  la  fonction 

et  voyons  comment  elle  varie  quand  «„  varie  de  o  à  in.  Il  est  clair 
qu'elle  varie  d'une  façon  continue,  qu'elle  reste  finie  et  qu'elle  revient 
à  la  même  valeur. 

Elle  passe  donc  par  un  maximum,  et,  pour  une  certaine  valeur  .w, 
de  ci)o  correspondant  à  des  valeurs  p,  et  p',  de  po  et  p„,  on  aura 

di-ù   
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pu 


'i'O 


Donc,  si  l'on  considère  m  comme  une  constante  égale  à  t,j,,  et  qu'on 
fasse  varier  p  depuis  jS,  jusqu'à  o\,  la  fonction 

de%iendrainfinieou passera  par  un  maximum,  c'est-à-dire  que  l'on  aura 
ou  bien 

d^ 

ou  bien 

c  =  X  , 
ou  bien 


![!?(/''")]=" 


Théorème  XIX  gé.\érallsé.  —  Si  's{x,y]  et  <i([x,y)  sont  deux 
fonctions  continues  de  x  et  de  y  telles  qu'à  chaque  système  de  valeurs  de 
X  et  de  y  corresponde  un  système  dt  valeurs  de  o  et  de  t^,  et  un'  seul,  et 
quà  chaque  système  de  valeurs  de  o  et  de  tj;  corresponde  un  système  de 
valeurs  de  x  et  de  y,  et  un  seul. 

Si  l'on  pose 

?(^.J)  =  I.     <^(^.  j)  = -«î- 

Si,  après  cette  transformation,  V équation  denent 

,f  =  5{i..). 

dans  la   région  comprise  entre  deux  cycles  limites,  il  y  aura   toujours 
des  points  tels  que 

ou  bien 

^  =  «- 

Journ.  de  Math.  (3=  séric^,  tome  VIII.  —  Sei-tesicbe  1882.  >57 
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Eu  effet,  soient  C.  et  C  les  deux  cycles  limites  donnés.  Supposons 
qu'en  aucun  point  de  la  région  R  comprise  entre  ces  deux  cycles  on 
n'ait  5  =  3D  ;  je  dis  qnil  v  aura  dans  cette  région  des  points  où  l'on 
ain-a 

f/0 


En  elfet,  soit  m  un  point  du  cycle  C,  et  soitv;,,  la  valeur  correspon- 
dante de  la  fonction  'll-^»  j)]  l't^i'c  de  courbe 

(pii  passe  en  m,  va  couper  le  cycle  C  en  un  point  m',  car,  s'il  ne  cou- 
l)ait  pas  le  cvcle  C,  il  ne  pourrait  sortir  de  la  région  R  qu'en  recou- 
jiant  le  cvcle  C;  il  devrait  donc,  dans  cette  région  R,  être  tangent  à 
une  caractéristique  fen  vertu  du  théorème  X).  Or  cela  est  impossible, 
pnisqu'on  a  supposé  que  dans  la  région  R  on  n'a  pas 


Soient  donc  ;„  et  ç^  les  valeurs  de  c  qui  correspondent  aux  points 
m  et  m'. 

Quand  le  point  m  fera  le  tour  du  cvcle  C,  la  fonction 


passera  |iar  un  maximum,  c'est-à-dire  que  pour  une  certaine  valeur 
r,,  de  Yî„,  à  laquelle  correspondent  les  valeurs  S,  et  ;',  de  S^  ets'„, 
on  aura 

5(2'.,-/,,)  =  ô(5„-'J.), 

c'est-à-dire  que,  (piaiid  r,  est  égal  à  r,,  et  que  l'on  lait  varicM-  |  tlepnis 
2,  jusqu'à  H',,  la  fonction  0  passe  par  un  maxinunn  on  un  mininumi. 
ou  que 

M  _ 

^  ~  °"  c.    Q.    F.    1). 

licsolutwn  du  deuxième  problème.  —  Pour  démontier  (|u'nne  région 
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douteuse  est  niouocyclique  ou  acvcli(|ue,  il  suffit  donc  de  faire  voir 
que  l'on  peut  trouver  deux  fonctions  5  et  vj  satisfaisant  aux  conditions 
de  l'énoncé  du  théorème  précédent,  et  telles  que  l'on  n'ait  en  aucun 
point  de  la  région 

C/  =  ce  ou        -nr   :=  O. 

(h 
Suite  de  la  discussion.  —  Si  le  système  topograpliique 

F.  =  /?-. 

ne  suffit  pas  pour  obtenir  uue  séparation  complète  des  cycles  limites, 
on  considérera  un  nombre  aussi  grand  qu'on  voudra  de  systèmes  satis- 
faisant aux  mêmes  conditions 

V^  =  k,,      Y,  =  k,: 

i"  Il  est  clair  que,  chacun  de  ces  systèmes  fournissant  de  nouveaux 
cycles  sans  contact,  certaines  portions  des  régions  douteuses  laissées 
par  le  système  F,  =  /c,  seront  sillonnées  par  ces  cycles  et  deviendront 
acycliques  ; 

2°  Parmi  les  régions  douteuses  laissées  par  l'ensemble  de  tous  ces 
systèmes,  il  v  en  aura  dans  l'intérieur  desquelles  il  sera  impossible  de 
faire  passer  un  cycle  entourant  l'origine;  ces  régions  seront  donc  aussi 
acycliques  [voir  l'exemple  II  au  Chapitre  suivant); 

3"  Les  régions  douteuses,  devenant  déplus  en  plus  restreintes,  fini- 
ront en  général  par  devenir  toutes  acycliques  ou  monocycliques,  de 
manière  à  achever  la  séparation  des  cycles  limites;  cette  séparation 
sera  même  toujours  possible;  et,  quand  on  n'aura  pas  deux  cycles  li- 
mites confondus,  on  pourra  toujours  s'apercevoir  qu'elle  est  ter- 
minée ; 

4"  Les  régions  cycliques  devenant  de  plus  en  plus  restreintes,  on 
connaîtra  le  cvcle  limite  avec  une  approximation  aussi  grande  que 
l'on  voudra. 

Remarque.  —  La  théorie  de  la  séparation  des  cycles  limites  présente 
quelque  analogie  avec  les  procédés  qui  servent  à  séparer  les  rncines 
d'une  équation  algébrique 


292  H.     POINCARl'. 

A  ce  point  de  vue,  la  manière  dont  se  résout  le  premier  problème 
rappelle  la  méthode  des  substitutions,  qui  permet  de  reconnaître  si, 
dans  un  intervalle  donné,  une  équation  algébrique  admet  un  nombre 
pair  ou  impair  de  racines. 

T.e  théorème  XIX  est  l'équivalent  du  théorème  de  Rolle. 

Quant  au  cas  des  cvcles  limites  confondus,  qui  correspond  à  cehn 
des  racines  multiples,  il  présente  certaines  difficultés  spéciales  que  je 
n'ai  pas  encore  résolues 

CHAPITRE  IX. 

EXEMPLES    DE    DISCUSSIONS    INCOMPLETES. 

Exemple  I.  —  Soit  l'équalion  chflérentieile 

dx  dv 


.r(.r--i-  )•-—  ■îx  —  3)  ~  y         y{.v'-+  y'-—  'ix  —i)  —  x 

(|ui,  en  posant 

X  =  0  coso;,      V  ^=  0  sinoj, 
dexient 

dp  =  p(p^  —  ip  cosoj  —  ^)  d'j). 

Prenons,  pour  le   système  topograpliique  F,  ^=X,,    le   svsteme  des 
cercles 

P  =  ^;. 

].a  courbe  des  contacts  de  ces  cercles  .se  réduit  à  l'ellipse  sphériqiie 
p-  —  1p  COSOJ  —  '^  =  o, 
(pii  enveloppe  l'origine.  Par  conséquent,  les  régions 

sont  acycli(pies  pendant  que  la  région 

^<P<■^ 
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est  douteuse;  mais,   si  l'on  observe  que  les  cycles  p  ^  r,  p  =  3  sont 
(le  signe  contraire,  on  verra  qu'elle  est  cyclique. 

Appuyons-nous  maintenant  sur  le  théorème  XTX,  en  faisant 

^(p)=z  ],p,        !p(p,    u)  =  p(p-  —  2p  COSO)  —   3), 

d'où 

La  courbe  ap  —  2Cosîo  =  o  est  une  ellipse  spliérique  i^assant  par 
l'origine  et  tangente  au  cercle  o  —  i .  Donc,  en  aucun  point  de  la  ré- 
gion I  <  (5  ■<  3,   on  n'a  ni 

dh  d  (       d\\ 

Donc  cette  région  est  monocyclique. 

Conséquences.  —  Outre  l'équateur,  il  y  aun  cycle  limite  dans  chaque 
hémisphère,  et  un  seul  ;  ce  cycle  est  tout  entier  dans  la  région 

i<p<3. 

Si  un  point  mobile  se  meut  suivant  la  loi  suivante  (/  étant  le  tenqis  , 

dx  =  [a?(j;^  +  /-  —  2£r  —  3)  —  j]  dl, 

dy —\y[x'^ +y- —  ix —  Z)-^  x\di. 

Si  pour  ^  =  o  on  a  p  <  I ,  le  mobile  sortira  certainement  du  cercle 
p  =  I ,  et  il  ne  sortira  certainement  pas  du  cercle  p  =  3. 

Exemple  II.  —  Soit  l'étjuation 

dx  dy 


—  j-t-  7.x{x-  +  y^  —  !\x  4-3)        X  +  ■2y{x'^-\- y''—  ^x  -+-  3) 
d'où 

J.  =  2p(p^-4pcosw  +  3). 


diti 
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Considérons  encore  les  cercles  p  ^  A,,  nous  verrons  que  les  régions 
p  <i,  j5>3  sont  acvcliques  pendant  que  la  région  i  <^  p  <^  3  est 
douteuse. 

Seidement  ici  les  cvcles  p  =^  i ,  p  ^  3  sont  de  même  signe  ;  de  sorte 
(|ue  Ion  ne  peut  affirmer  que  cette  région  soit  cyclique. 

Considérons  le  cycle 

(p[p,  w)  =  p'  —  3,  Op  cos  W  —  2  =  o. 
Pour  qu'il  eût  un  contact,  il  faudrait  cjue  l'on  eût 

(X)  __^  =  2-^p--/,pcos«  +  3,. 

Mais  tout  le  long  du  cvcle  o  =  o,  on  a 
I    I  ch      . 

et 

p-  —  Itp  cos y  -f-  3  >  1 ,  2 5 . 

La  relation  (X)  ne  peut  donc  être  satisfaite,  c'est-à-dire  que  le  cvcle 
'p  =:  o  est  sans  contact.  Il  en  sera  de  même  des  cvcles  s  =  k^,  pourvu 
que  —  c  «<  Xo  <  -+-  £  et  que  s  soit  suffisamment  petit. 

La  région  — ^  e  •<  ç  <^  -t-  s  est  donc  acvclique.  Il  resterait  donc  doux 
régions  douteuses 

1°  La  région  i  <  p  <;  3,     o  >  -h  ô  : 
2"  La  région  i  <  p  <  3,     -i  <;  —  t. 

-^laib  ilans  aucune  de  ces  régions  on  ne  peut  taire  passer  di"  cylc 
enveloppant  l'origine.  Elles  sont  donc  aussi  acvcliques. 

Conséquences.  —  Il  n'y  a  pas  d'autre  cycle  limite  que  ré([u:iteiii  . 
Un  point  mobile  se  mouvant  suivant  la  loi 

dx  =  [  —  y  +  2x[x-  -h y-  —  4^  -1-  3)J  (Il 
dy  ^  [x  -h  y.y{x-  -t-  y-  —  4  j:  -+-  3 )  '•  dt 

peut  se  ra|)proclier  indéfiniment  de  l'équatcur. 
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Exemple  III.  —  Soit  1  équation 

-j-  =  ?{^''  —  ap  COS&i  —  3)((5-  —  -2/3  COSO)  —  8). 

La  considération  des  cycles  p  =  coiist.  nous  montre  : 
i"  Que  les  régions  /s  <  i   et  p  >  4  sont  acycliques; 
2"  Que  la  région  i  <^  p  ■<  4  est  douteuse 

De  plus,   les  cycles  p  =  i   et  ,o  =  4  étant  de  même  signe,  il  doit   v 
avoir  dans  cette  région  un  nom]:)re  jiair  de  cvcles  limites. 
Considérons  le  cycle 

5(  lî,  w!  ^  p-  —  2/3  COS  0)  —  5,   5  :=  o. 

Ce  cycle  est  tout  entier  dans  la  région  douteuse;  il  est  sans  conlact, 
ainsi  que  les  cycles 

f-  —  2(3  cosoj  —  5,  J  =  h.,,      où     ^2<  -h  £,      ^2>  —  =• 

et  où  £  est  très  petit.  De  plus,  ces  cycles  ne  sont  pas  de  même  signe  que 
les  cycles  (5  =  i  et  p  =  4- 

Nous  avons  donc  les  régions  suivantes  : 

1"=  région  p  <  i Acyclique. 

2"  région  i<p<^,     0<  —  e Cyclique. 

3'-  région  I  <  p  <  4,     0  — E<e<  +  2 Acyclique. 

l^"  région  i  <  p  <  4,     0  >  +  ^ Cyclique. 

.5=  région  p  >  'i Acyclique. 

Appliquons  maintenant  le  théorème  XIX,  en  faisant 

(|/(p)  =  Lo,     9(p,  w)  =  '^[f  —  2p  cosu  —  3)(s'^  —  apcoso)  —  8). 


ou 


4  fcP,  ^^  =   2(0  COS0))r6='  -  20  COSO)  -  5.  5). 
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La  courbe  7:  (<?.  -77)  =  o  se  réduit  donc  aux  deux  cycles 

p  =  COSCO,       p-  =  2pCOS'jJ   +   5,  5, 

qui  sont  tout  entiers  l'un  dans  la  première,  l'autre  dans  la  troisième 
réaion.  Comme  d'ailleurs  ni  o  ni -7^  ne  deviennent  infinis,  la  deuxième 
et  la  quatrième  région  sont  monocycliques. 

Conclusion.  —  En  dehors  de  l'équateur,   il  y   a  dans  chaque  hémi- 
sphère deux  cycles  limites,  et  il  n'v  en  a  que  deux. 
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Extrait  d  une  Lettre  adressée  à   M     Res( 
Par  m.  îîE  SAir^iT-GERMALA. 


Dans  le  numéro  de  février  1882  du  Journal  de  Mathémadques,  vous 
considérez  le  niveau  potentiel  d'une  couche  homogène  comprise  entre 
deux  ellipsoïdes  concentriques  et  honiothétiques;  permettez-moi  de 
faire  observer  qu'on  peut  obtenir  la  valeur  de  ce  niveau  sous  une  forme 
simple  en  partant  de  l'expression  donnée  par  Legendre  pour  le  po- 
tentiel d'un  ellipsoïde  relativement  à  un  point  cjui  fait  partie  de  sa 
masse. 

Soit  un  ellipsoïde  ayant  pour  axes  ia,  ib,  ic,  et  dont  l'intérieur 
est  rempli  d'une  substance  attirante  de  densité  égale  à  l'unité;  le  po- 
tentiel pour  un  point  intérieur  M,  dont  les  coordonnées  par  rapport 
aux  axes  de  l'ellipsoïde  sont  x,  y,  z,  peut  s'écrire 


=  nabc I     I 


dt 


+  t        c^-^tj^/(a^^t){b''-ht){c^-^t) 


Imaginons  im  second  ellipsoïde  rempli  de  la  même  matière  que  le 
premier,  et  dont  les  axes  s'obtiendraient  en  dilatant  ceux  du  premier 
dans  le  rapport  de  X  à  l'unité;  son  potentiel  relatif  à  M  serait 

V^^Til'abc 

r' f    __£^ t! ~-      \  dt^ 

Journ.  de  Math.  (3'  série),  lorne  VIII.  ~  Septembre  1S82.  ■Jo 
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Transformons  l'intégrale  en  posant  tf  =  'h-t,  et  nous  aurons,  après  quel- 
ques réductions  très  simples, 


r.abcf   (r-- 


dt 


Le  potentiel,  relatif  à  M,  de  la  couche  comprise  entre  les  deux  ellip- 
soïdes est  égal  à  V,  —  V  ;  on  constate  que  la  différence  est  indépendante 
de  x,y,z,  comme  cela  devait  être  pour  le  niveau  potentiel  de  la 
couche  relativement  aux  points  de  son  intérieur,  et  on  a  pour  l'ex- 
pression cherchée. 


t)(b--h  <)(<-•--+-  t) 


Quand  deux  axes  «  et  è  sont  égaux,  l'intégration  peut  s'effectuer  :  si 
l'on  pose  c^  +  t^=  ir,  on  trouve,  pour  le  cas  de  l'ellipsoïde  aplati,  aussi 
bien  que  pour  celui  de  l'ellipsoïde  allongé. 


W: 


in  ("k- —  i)  a- c  I     — s :,; 

^         ,./      "  -h  a-  ^  c- 


on  arrive  aux  résultats  donnés  dans  votre  Note,  et  dont  la  forme  est 
différente  selon  que  a-  est  ^c';  en  introduisant  l'excentricité  e  de  l'el- 
lipse méridienne,  on  aurait 

a-  —  c-  ^  a'e"^,     W^  27rfX*  —  i)  —  arc  sine 

^  '  e 

pour  l'ellipsoïde  aplati  ou  planétaire; 

c-  —  a-  =  c^e-,     W=  7x(X- —  i)  — L 

'  e       I  —  e 

pour  l'ellipsoïde  allongé  ou  ovaire. 
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Mémoire  de  Géométrie  vectorielle  sur  les  cumple.ics  du  second 
ordre  qui  ont  un  centre  de  figure  ; 

Pau  m.  GENTY. 


CHAPITRE  I. 

NOTIONS     GÉNÉRALES 

1.  L'équ.'.tion  vectorielle  d'une  droite  étant 

t)(x  —  a)it  =  0, 
ou  bien 

f  XU  ^  î)At  ^  V, 

une  droite  est  déterminée  par  les  vecteurs  u  et  Hal  ou  a,  qui  don- 
nent sa  direction,  celle  de  la  normale  au  plan  mené  par  l'origine  de  la 
droite,  ainsi  que  la  distance  de  l'origine  à  la  droite.  Nous  appellerons 
ces  deux  vecteurs  les  vecteurs  coordonnés  de  la  droite,  et  nous  dési- 
gnerons par  (u,  v)  la  droite  qui  a  pour  vecteurs  coordonnés  d  et  v. 

Si  l'on  a  t]  =  o,  la  droite  (o,  v)  est  située  tout  entière  à  l'infini 
dans  luî  plan  normal  à  v. 

Si  l'on  a,  au  contraire,  v  =  o,  la  droite  [v,  o)  passe  par  l'origine  : 
c'est  la  droite  indéfinie  dirigée  suivant  le  vecteur  u. 

2.  Réciproquement,  étant  données  quatre  conditions  simples  aux- 
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quelles  une  droite  doit  satisfaire  (ce  qui  suffit  pour  la  déterminer;,  il 
est  possible  de  calculer  ses  vecteurs  coordonnés. 

En  effet,  u,  pouvant  avoir  un  module  quelconque,  ne  dépend  que  de 
deux  conditions,  et  entre  les  vecteiu's  u  et  v  il  existe  la  relation  né- 
cessaire 

qui,  jointe  aux  quatre  conditions  données,  permettra  de  les  déter- 
miner. 

3.  Ceci  posé,  une  équation 

(.)  F(u,v)  =  o, 

algébrique  et  homogène  par  rapport  aux  vecteurs  u  et  v,  représente  le 
complexe  des  droites,  en  nombre  infini,  dont  les  coordonnées  satisfont 
à  cette  équation. 

Si  l'équation  (i)  est  d'ordre  n,  le  complexe  qu'elle  représente  est  lui- 
même  d'ordre  n. 

4.  Comme  application ,  cherchons  l'équation  du  complexe  des  droites 
qui  rencontrent  toutes  une  droite  donnée. 

Soient  u,,  v,  les  vecteurs  coordonnés  de  la  droite  donnée:  u  et  v 
ceux  de  l'une  quelconque  des  droites  du  complexe;  la  condition  du 
problème  donne  immédiatement 

(2)  ^V\,-h  ^'V,\'  =  o, 

équation  d'un  complexe  linéaire  spécial. 

Si  l'on  suppose  que  u  et  u,  sont  des  vecteurs  unitaires,  le  premier 
membre  de  l'équation  ci-dessus  représente  le  produit  de  la  plus  courte 
distance  des  deux  droites  (u,  v)  et  (u,,  v,),  par  le  sinus  de  leur  angle, 
c'est-à-dire  le  moment  de  l'une  d'elles  par  rapport  à  l'autre. 

Donc  le  complexe  des  droites  dont  les  moments,  par  rapport  à  deux 
droites  fixes  (u,,v,)  et  (Uo,  Vj),  ont  un  rapport  constant,  a  pour  équa- 
tion 

(3)  ^uv,-^â^l;v,=X•(^L•Vo-^^Uov). 
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Cette  équation  représente  le  complexe  linéaire  le  plus  général.  Les 
droites  (u,,  v,),  (Uo,  v.jsont  les  directrices  de  ce  complexe,  et  k  son 
module  (Drach,  Annalen  Mathemalischen,  t.  Il),  et  l'on  reconnaît  sans 
peine  qu'une  droite  arbitraire  peut  être  choisie  pour  l'une  des  direc- 
trices d'un  complexe  linéaire  donné. 

5.  Cherchons  encore  le  complexe  des  droites  qui  coupent  un  ellip- 
soïde suivant  des  cordes  vues  du  centre  sous  un  angle  droit. 

Soit 

^xOx  =  I 
l'équation  de  l'ellipsoïde. 

Les  points  d'intersection  a  +  X-,u,  a  h- /Î^  u  d'une  droite  avec  cette 
surface  seront  donnés  par  l'équalion 

ou 

(4)  Xr-^'cOu  +  2A-^u$A-t- ^*aOa— I  =o, 
et  la  condition  du  problème  donne 

ou  bien 

î' A  +  (Â-,  +  k., )  3 AU  +  Â-, k.^%-v  =  o. 

Si  l'on  porte  dans  cette  équation  les  valeurs  de  k^  -i- Ao  et  de  /?-,Xj 
tirées  de  l'équation  (4),  il  vient 

€.-A^U  $U  —  23a<I>U  S'AC-I-^A^AXE^U  —  8l=U  =  O, 

ou  bien 

(5)  ^•DAu(î)a>AU+îlA$u)  -  t=u=o; 


en  posant 


î1<I>Am-îlA<I>u  =  (m,  —  $)ti)AU  =¥v. 
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et  Téquation  (^5)  devient 

16)  <l'v  -SSvW\  =  o, 

équation  d'un  complexe  du  second  ordre  extrêmement  intéressant, 
mais  qui  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celui  cjue  nous  étudierons  plus 
loin. 

G,  Cherchons  enfin,  comme  dernière  application,  l'équation  (hi 
complexe  des  droites  qui  coupent  harmoniquement  deux  cjuadriques 
concentriques  données. 

Soient 

les  équations  de  ces  deux  quadricjues  :  leurs  points  d'intersection  avec 
une  droite  seront  donnés  par  les  éc|uations 

^*(a +X-u)0(a  4-X-c)  =  I, 
^(/L-h  kv)'i'{A.-hkii)=i, 

fjui,  développées,  prennent  la  forme 

X-  ^  u  0  u  +  2Z-  ^A  $  u  -H  ^A  $  A  —  1  =  o, 
k-  S^v  Wv  -h  i/c  ^  \Wv  -h  ^  &W  A  -  I  =o, 

et  la  condition  du  problème  donne 

^'U0U(3'A*A-    l)  +  ^UTu(^Aa)A—  l)  -  2^-lI(l)A  ^U  M    A  ^  O, 

OU  bien 

(7)  S'n(<I>  +  y)u  +  ^v(ÎJ4>u  ^J-A  +  V  'Iv  <I>a)  =--  o. 

Or  on  peut  poser 

Il  *  II  Ma  +  V  Mu  *  A  =  0  11 UA  =  0  V     (  '  ) 

('  )  On  a  cil  cdol 

—  {in,^V)[{/iu_,'l>'')    M'-'-->r   ''l'U-   ']llxY, 
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et  l'équation  (y)  prend  la  forme 

{S)  ^'u(<I>  +  ^)u— 3v0v=  o, 

équation  d'un  complexe  du  second  ordre. 

7.   Les  droites  d'un  complexe  qui  passent  par  un  point  donné  sont 
situées  sur  lui  cône  qu'on  appelle  cône  du  complexe. 
Si 

(9)  F(r,llAu)  =  o 

est  réc[uation  d'un  complexe,  on  reconnaît  sans  peine  qu'on  obtient 
l'équation  du  cône  de  ce  complexe  qui  a  son  sommet  au  point  A,  rap- 
portée à  ce  point  pris  pour  origine,  en  remplaçant  dans  l'équation    c) 
u  par  X,  ce  qui  donne 

F(x,  tJAx)  =  o, 

équation  algébrique  d'ordre  n.  Donc,  les  droites  d'un  complexe  d'ordre  n 
(jui passent  par  un  point  donné  engendrent  un  cône  d'ordre  n. 

Si  l'on  rapporte  le  cône  à  l'ancienne  origine,  son  équation  devient 

F(X  —  A,t)Ax)  =  0, 

OU,  en  posant 

A  =  ah, 
L  étant  un  vecteur  unitaire, 

F(x — aL,  atlLx   =0, 

et  si  dans  cette  équation  on  suppose  a  =  ac  ,  elle  devient 

F(L,  Î)lx)  =  o; 

elle  représente  alors  le  cylindre  du  complexe  parallèle  au  vecteur  L. 

en  désignant  par  {m,  *)  l'invariant  m  de  la  fonction  linéaire  *,  par  {niy.  I''l>-') 
l'invariant//;,  de  la  fonction  linéaire  W*"',  etc.  (L.\isant,  /ntroc/iic/inn  à  Ik  nir- 
lliixlc  des  (juaternions.  w"  12G). 
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8.  De  même,  les  droites  d'un  complexe  qui  sont  situées  dans  un 
plan  enveloppent  une  courbe  qu'on  appelle  courbe  du  complexe,  et  il 
est  facile  de  démontrer  que  les  courbes  d'un  complexe  d'ordre  n  sont 
de  la  classe  n. 

Soit,  en  effet, 

,^xx=  r 
l'équation  du  plan  donné. 

Pour  qu'une  droite  du  complexe  soit  située  dans  ce  plan,  il  faut 
qu'on  ait 

S'^'A  =  I  ,      i^xu  =  o. 
On  a,  par  suite, 

l]=î)(t)AC.]N)  =  ÎIvPf. 

Si  l'on  porte  cette  valeur  de  u  dans  l'équation  du  complexe,  celle-ci 
devient 

F  11  vjf  .V  :  ^  o, 

et  si  maintenant,  dans  cette  équation,  on  regarde  v  comme  vecteur  va- 
riable, elle  représente  un  cône  d'ordre  n.  Or  ce  cône  est  évidemment 
le  réciproque  de  celui  qui  a  son  sommet  à  l'origine  et  pour  base  la 
courbe  enveloppe  cherchée;  donc  cette  courbe  est  bien  de  la  classer. 
Si  le  plan  donné  passe  par  l'origine,  son  équation  est 

^^x  =  o, 

et  l'on  reconnaît  sans  peine,  par  un  simple  déplacement  de  l'origine, 
(|ue  la  courbe  polaire  réciproque  de  la  courbe  du  complexe  située  dans 
le  plan  donné  a  pour  équations 

^NX  =  o, 
F(î)xx,  ■s)^=  o. 

ÉQrATIO>S    GÉNÉRALES    DES    COMPLEXES    DU     SECOND    OhDRE 
QUI    ONT    UN    CENTRE    DE    FIGURE. 

9.  L'équaiion  générale  d'un  complexe  du  second  ordre  est  évidem- 
ment de  la  forme 

(i)  5>u  ^\:  +  2^u0t)AU  +  ^Dai3T'Uau  =  o. 
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dans  laquelle  $  et  *F  sont  des  fonctions  vectorielles  linéaires  conjuguées 
à  ell(!S-nièmes,  et  0  une  fonction  du  même  genre,  mais  qui,  en  général, 
n'est  pas  conjuguée  à  elle-même. 

Si,  dans  cette  équation,  on  change  a  en  -  ~  a,  elle  devient 

la)  ^'uaui  —  2^-u0llAU  +  S"11au^FÎIau  =  o, 

et  si  l'origine  est  un  centre  de  figure,  les  équations  (i)  et  (2)  doivent 
être  identiques,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

(3)  0  =  0, 
ou  bien 

(4)  <^=Wr^O. 

On  a  donc  ainsi  deux  genres  de  complexes  du  second  ordre  ayant  un 
centre  de  figure.  En  prenant  ce  point  pour  l'origine  des  coordonnées, 
les  complexes  du  premier  genre  ont  pour  équation 

(  ,5  )  ^'u  $ u  -f-  S>11  AvWV  au  =  o, 

et  les  complexes  du  second  genre, 

(6)  ^•u0Î1.vu  =  o. 

Si  maintenant  l'on  transporte  l'origine  en  un  point  quelconque  k, 
ces  équations  prennent  la  forme 

^U$U+  ^'D(A4-E)u¥tl(A  +E)ri  =  0, 

^•u0H(a4-e)u  =0. 
ou  encore,  après  le  développement  des  premiers  membres, 

(7)  ^u(<I)  +  î)ElFtlluE)-l-2^l!)Eu¥l!)AU  +  ^HaU  HV  \V   -:^0, 

(8)  ^u0Î1eu  + ,^u01au=o, 

Jourii.  de  Mal/i.  ('i'  série),  tome  VIII.  —  Septembre  i88j.  ~»9 
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OU  enfin 

(9)  â*u(0+  liE^HuEi—   2$*l!e,t!\ll    -1-    è'I'AU^'llAlI  =  O, 

(10)  ^'u  $,  u  +  ^'lO  IIau  =  o, 
en  posant 

(11)  .  0,llAU=-HE'i'llAr, 

eiiEij  —  xieG'u 

(12)  <ï),u  = -_ 

Si  donc  la  fonction  0  qui  entre  dans  l'équation  générale  (1)  est  de  la 
forme  définie  par  la  relation  (i  i  ),  cette  équation  représente  un  com- 
plexe du  premier  genre,  ayant  pour  centie  de  figure  le  point  E  ;  en 
transportant  l'origine  en  ce  point,  l'équation  du  complexe  prendra  la 
forme  (  5  ) . 

De  même,  si  la  fonction  ^  n'entre  pas  dans  l'équation  d'un  complexe, 
et  si  la  fonction  $  s'v  trouve  sous  la  forme  définie  par  la  relation  (12), 
cette  équation  représente  un  complexe  à  centre  du  second  genre,  et 
elle  pourra  se  réduire  à  la  forme  simple  (6)  par  un  simple  déplacement 
de  l'origine. 

10.  Rappelons  enfin  que  l'on  appelle  surface  singulière  d'un  com- 
plexe du  second  ordie  le  lieu  des  j)oints  pour  lescpiels  le  cône  du  com- 
plexe se  réduit  à  un  système  de  deux  plans,  ou  bien  encore  l'enve- 
loppe des  plans  dans  lesquels  la  conique  du  complexe  se  réduit  à  un 
système  de  deux  points.  Cette  surface  du  quatrième  ordre  et  de  la  cjua- 
triéme  classe  est  une  surface  de  Kummer;  elle  a  seize  points  singuliers 
pour  lesquels  le  cône  du  complexe  se  réduit  à  deux  plans  coïncidents, 
et  seize  plans  tangents  singuliers  dans  lesquels  la  conir|ue  du  complexe 
se  réduit  à  deux  ])oiuts  coïncidents. 
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CHAPITRE  II. 

PREAIIER  GENRE  DES  COMPLEXES   DU   SECOND  ORDRE  QUI   ONT   UN    CENTlit 
DE    FIGURE.     SURFACE    DE    KUMMER    RELATIVE    A    CES    COMPI  EXES. 

11.  Equation  générale.  —  D'après  ce  riiii  précède,  le  premier  j^cnrc 
des  complexes  du  second  ordre  qui  ont  l'origine  pour  centre  de  figure 
est  représenté  par  l'équation  générale 

I  S"  U  *  U  —  S>1'  A  l  ^r-  11  A  U  =  O . 

dans  laqnelle  <I>  et  T' sont  deux  fonctions  vectorielles  linéaires  conjUi;nées 
à  elles-mêmes. 

La  fonction  W,  qui  ne  change  pas  quand  on  déplace  l'origine  des 
coordonnées,  est  la  fonction  caractéristique  chi  complexe  Nous  appel- 
lerons en  outre,  d'après  Plûcker,  sur/ace  caractérislique  la  quadrique 
qui  a  pour  équation 

W.|,^'X  ^l      '  X  =  I  , 

dans  laquelle  w,^  est  l'invariant  m  de  la  fonction  <I>,. invariant  que  nous 
supposerons  différent  de  zéro  dans  tout  ce  qui  va  suivre. 

12.  Equations  vectorielles  de  la  surface  de  Kummer.  —  Le  cône  du 
complexe  qui  a  son  sommet  au  point  x,  a  pour  équation 

â'x$x-  ^-Hx.x  Ytlx,x  =  (., 
ou 

^X0X  =o, 
en  posant 

0x  =tl)x  —  îîx/rtlxx,. 

Pour  que  ce  cône  se  réduise  à  un  système  de  deux  plans,  il  faut  ([uc 
wx  se  réduise  à  une  fonction  linéaire  à  deux  termes,  c  est-à-dirc  qu On 
ait,  pour  im  vecteur  l  convenablement  choisi. 

0L  =  o, 
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OU  bien 

Si,  dans  cette  équation,  nous  remplaçons  x,  par  x.  nous  aurons 

(1)  a)L  =  llxTllLX. 

C'est  l'équation  vectorielle  de  la  surface  singulière  du  complexe, 
c'est-à-dire  de  la  surface  de  Kummer  (R)  relative  à  ce  complexe. 

Le  vecteur  l,  qui  entre  dans  cette  équation,  est  complètement  arbi- 
traire. A  chaque  direction  différente  de  ce  vecteur,  corres]iond  un 
point  de  la  surface  (K)  ;  la  ligne  singulière  ('  )  du  complexe  qui  passe  par 
ce  point  est  parallèle  à  l. 

15.  En  opérant  sur  l'équation  (i)  avec  ^.x  x  et  S'.*1"11lx  x  suc- 
cessivement, il  vient 

1    ^X$L  =  o, 

(2)  ' 

!    S*$L¥tlLX  =  .5fLxM'î>t-  =  0. 

Ces  équations  représentent  deux  plans  dont  l'intersection  est  le  vec- 
teur OX,  du  point  de  la  surface  (K)  correspondant  au  vecteur  donné  l. 
Soient  m  un  second  vecteur  déterminé  par  l'équation 

(3)  $M  =  llL4(I)r,. 

et  X  le  point  de  la  surface  (R)  qui  correspond  à  ce  vecteur.  On  aura 
successivement 

^0)  M  =  M' D  L  Y<î)  L  =  /«,i  11  H  -  '  L  (1>  L , 

M  =  $-  '  t1  L  W^  L  =  —  ^  U  ■  I.  $'l  (P  L , 

m 

îî  M  WO  M  =  ^  îl  .î)»!^    '  L  $  L  t1  *!•  L  <1"I  ■<!)  t.  =  /  <!>  L. 


(')   Nous  appelons  ligne  singulière  àxx  coni|)lr\c  In  (Imile  iiiU'i'sciHion  ilos  deiiv 
plans  auxquels  se  réduit  le  cône  du  complevc. 
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On  a  d'ailleurs 

^X,$M  =  0, 

^'x.m'I'I'M  =  o, 
d'où 

.^^XiL^f^L  =  O, 
S*X|$L  =  0. 

équations  identiques  aux  équations  (3)  qui  déterminent  la  direction 
de  X.  Donc  le  point  X,  est  situé  sur  le  vecteur  OX. 

1  i.   Les  équations 

,§X<I>L=:0,        ^X<ï)M  =  0,        5'L<I»M  =  0. 

dont  la  dernière  résulte  immédiatement  de  l'expression  de  <Ï>m,  mon- 
trent que  les  vecteurs  l,  m  et  x  (ou  x,)  sont  conjugués  par  rapport  à  la 
quadrique  (S),  qui  a  pour  équation 

^x$x  =  i. 
On  a  aussi 

^•(I>M  'Ftï'L  =  ^M  <M'Ï>M  =  O, 

ce  qui  montre  que  les  vecteurs  l  et  jr  sont  aussi  conjugués  par  rapport 
à  la  quadrique  (S,),  qui  a  pour  équation 

^'x'I'^r^x  =  m.^. 

Si  donc  on  mène  un  plan  quelconque  par  l'origine,  les  diamètres  con- 
jugués communs  aux  sections  faites  par  ce  plan  dans  les  quadnques  (S  : 

et  (S,)  donneront  les  directions  des  vecteurs  L  et  m,  et  le  diamètre  con- 
jugué de  ce  plan  par  rapport  à  [S)  donnera  la  direction  des  vecteurs  x 

e/  X,. 

li>.  Si  maintenant,  dans  l'équation 

«Dm  =Dx,^Î)mx,, 
nous  remplaçons  m  par  sa  valeur  en  fonction  de  L,  il  vient 
/«■^llLM'pL  =  \lx,^l1;lH'L<M<l'L.x,):=-5-x,(l'4«I'LU(llx/r$L.<î)x,:; 
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opérons  avec  11  iI>X|  et  nous  aurons 

ou  enfin,  en  développant  le  })remier  membre  et  supprimant  le  facteur 
commun  ^Xi^T'ï'l, 

Ainsi  donc  l'équation  vectorielle  de  la  surface  de  Kummer  se  pré- 
sente sous  l'une  ou  l'autre  des  formes 


(4) 

(5) 


<I>L  =t1x^"LX, 
7??,,,  L  =  11  (  11  X,  W<^  L  .  OX, 


l'our  une  même  valeur  de  L,  ces  équations  donnent  deux  points 
situés  sur  le  même  vectein-  et  appartenant  à  deux  nappes  diffé- 
rentes de  la  surface. 

16.  L'équation  (5)  développée  donne 

m^L  =  ^'■<I)L^*x,<I>x,  —  x,^x,iI'»I'iî'l; 
et  si  nous  opérons  sur  cette  équation  avec  ^l,  il  vient 

(6)  77?,„  ^  L  l»  L  =  ^"Xi'I'X,  ^'L't'T'I'L. 

Ceci  posé,  soient  OL,  OM;  OL',  OM'  les  demi-diamètres  conjugués 
communs  en  direction  des  sections  faites  dans  les  quadriques  (S)  et  (S,  ] 


|)ar  un  plan  central  i|ii('lcnnque  :  (1\   le  demi-diamètre  de  (S)   con- 
jugué à  ce  plan. 
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Nous  aurons 


3ii 


<;*L<1) 

L 

=  I, 

^■x,(I>x 

1  — 

ox; 

on; 

â'Li'iri'L 

= 

ôl' 

OL' 

Donc  l'équation  (G)  peut  *e  mettre  sous  la  forme 

_  OX,     ^  OL 
'  "  ON   ^  OL'  ' 


On  aura  de  même 


OX,  =  ONx^- 


OX  =  ONx§| 


Un  a  ainsi  poia*  la  surface  de  Kummcr  la  définition  géométrique 
suivante  : 

Soient  données  deux  quadriques  concentriques  (S)  et  (S,);  on  mène  un 
plan  central  quelconque ,  et,  dans  ce  plan,  les  diamètres  conjugués  OL 
et  OM,  OL'  et  OIM',  communs  en  direction,  des  sections  faites  par  ce  plan 
dans  les  deux  sur  faces.  Sur  le  diamètre  ON  de  la  surface  (S)  conjugué 
par  rapport  au  plan,  on  prend  de  part  et  d'autre  du  centre 

OX  =  ONp,     OX.  =  ON^; 

le  lieu  des  points  X  <?i  X,  est  une  surface  de  Kurnrner. 

IG.  Cônes  du  complexe  ;  directions  conjuguées  communes  à  un  cône  du 
complexe  et  à  la  surface  (S).  —  On  peut  encore  arriver  à  cette  con- 
struction géométrique  très  simple  de  la  surface  (Kl  par  les  considéra- 
tions suivantes. 

Le  cône  du  complexe  qui  a  son  sommet  au  point  /n  du  vecteur  ON 
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a  pour  équation 

^*x0x  =  o, 

en  posant 

ex  =  <ï)x  -  ZnU^"l1xN, 

et  les  directions  conjuguées  communes  à  ce  cône  et  à  la  surface  (Si 
sont  les  racines  de  l'équation 

0X  =  1  <I>x, 
ou  bien 

(7)  Ox  -/■-t)s^-t)xN=ï<ï>X. 

Pour  x  =  îf ,  on  a 

©N  =  (l)îf. 

Donc  N  est  une  solution  de  l'équation  (7),  et  la  valeur  correspondante 
de  t  est  ï  ^  I . 

Soient  l  et  m  les  deux  autres  solutions  (supposées  réelles)  de  cette 
équation,  L  et  M  étant,  comme  ci-dessus,  des  points  de  la  surface  (S). 

En  faisant  x  ^  m  dans  l'équation  (7),  on  aura 

Or,  L,  M  et  N  étant  trois  demi-diamètres  conjugués  de  (S\  on  aura 

tUix  ==  ^"lmn  <î>l, 
ej;  l'équation  ci-dessus  devient 

(8)  (1  -ï.2)<I)M  =  /-^LMNt)NlI'4)L. 

d'où  l'on  tire 

5?  (l' M  »I  ■«!'  I.  =  ,^  ^\  «l'I  ■'!>  L  =  o . 

Donc  I.  et  m  sont  parallèles  aux  diamètres  conjugues  coinnuuis  aux 
sections  faites  dans  les  surlaces  (S)  et  (S,)  par  le  [tlan  tliamélral  con- 
jugué de  ON  par  rapport  à  la  quadrique  (S). 


•3        •> 
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Opérons  maintenant  sur  l'équation   8)  avec  ^m,  et  nous  aurons 

ou  bien,  en  se  reportant  à  la  figure, 

.      r-  ^^' 

I  —  t    =  f  =^' 

OL'' 


d'où 

OL' 


n  OL' 

,  =  I  —  £    : 


1="^'' 


On  voit  donc  que,  pour 

ÔL' 

on  auraï,=  o,  et  le  point  /n  correspondant  est  le  point  X,  déterminé 
par  l'équation 

].e  cùne  du  complexe  qui  a  son  sommet  eu  ce  point  se  réduit  à  deux 
plans,  dont  l'intersection  est  parallèle  à  OM. 
On  trouvera  de  même 

o\r 

et  l'on  aura  un  second  point  de  la  surface  de  Kummer  pour 


/ 


om; 

OM' 


r'est-à-dire  en  prenant  sur  ON 

^"^^    '  OM 


OM' 
OX^ONXtttt 


Le  cône  qui  a  son  sommet  au  point  X  se  réduit  à  deux  plans  dont  Im- 
tersection  est  parallèle  au  vecteur  OL. 

Nous  retrouvons  ainsi  les  résultats  obtenus  précédemment. 

Journ.  de  Math.  (o<  série),  tome  Mil.  -  StPTOiuRE  .88i.  ^^^ 
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17.  Formes  diverses  de  l'équation  algébrique  de  la  surface  de  Kumnier. 
—  Il  est  facile  d'oblenir  l'équation  algébrique  de  la  surface  I\,  à 
l'aide  de  l'une  ou  l'autre  de  ses  équations  vectorielles.  Soit,  par 
exemple,  la  première 

(9)  (pL^tlxTllLx, 

et  posons 

IIIlx  =  Q, 

d'où 

Si  nous  opérons  sur  l'équation    9:  avec  tJ.'I'x,  nous  aurons 

w.,/l'-'llLx  =  l1  VxQ<I'x), 

éc|uation  qui  se  prête  sans  peine  aux  transformations  suivantes  : 

m^,tl>"'  'J~'q  =  Q^x<ï>x  —  x^Q<î>x. 
;,^x<I'x  —  w^.<I<-'T~'^Q  =  x5"Q<I)x, 
Q  =  ^Q(I>x(,$x<l'x  —  m<f<t'-'»I''-')~'x. 

Opérons  enfin  avec  ,§.(fx  et  nous  aurons,  après  avoir  supprimé  li- 
facteur  ^q(I'x, 

^<î>x(^x$x  —  w,^<Ii-'f-')-'x=  I, 
ou  bien 

10)  ^xr<I'-'^x<^xw^($'F4))-']-'x  =  I. 

première  forme  de  l'équation  algébrique  de  la  siufacede  K.nnnncr. 

18.  L'équation    9    peut  encore  se  mettre  sous  la  forme 

<I>L  =  /72|11    xtl4'   'l»1'    'xj. 
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Cl  l'on  aura  les  transformations  suivantes  : 

<1'L  =  w,.(  »r-'Lâ-xT-'x  —  iJ-'-'x^xT-'l), 
{m^.^s.n~'\^V  '  -  <I')l  =  m,,.^'-'x^'x^^'L, 
L  =  w.,§'x¥  'l(//^,.^'x¥-'x«F-' -<!•)"' T-'x, 
L  =  m,,.  S"  X  M  ■-  '  L  (>«.,  ^  X  »l'  -  '  X  —  II  ■'!'  i   '  x , 

et  en  opérant  avec  ,^.<!'x  et  se  rapjiclant  qu'on  a 

S'l<I'x  =:  o, 
Il  ^x(/7î,,^-x^--'x'I'^'—  T)-'x  =  o, 

antre  forme  de  l'équation  de  la  surface  de  Kummer. 

19.  Prenons  maintenant  la  seconde  équation  vectorielle 

w,„L  =  tl(11xT4'L.a'x). 
Développée,  elle  donne  successivement 

w„L  =  â'xiI'xT^L  —  S*x4>T(I)L  x). 

L  =  ^'xiI)>f'I>L(^x<I>xM'<P  —  m,„)-*x, 
et,  en  opérant  avec  ^*.<l>x, 

(12)  ^k{^x<PxW-  m.,^-')-''x  =  o, 

troisième  forme  de  l'équation  algébrique  de  la  surfice  de  Kummer. 

20.  Les  équations  (1  t)  et  (12)  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par 
simple  changement  de  0  et  W  en  ¥"'  et  <I>  '  respectivement. 

Donc  les  deux  complexes  qui  ont  pour  équations 

ii?>]  ^'i :<I)r  —  ^*v»t"v  =  o 
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et 

(i4)  ^L-^r^'i  —  ^•v<i)-'v  =  o 

ont  la  même  surface  singulière. 

On  aurait  pu  d'ailleurs  le  reronuaître  directement  de  la   manière 
suivante  : 

L'équation  vectorielle 

donne  successivement 

«î>L  =  îl(<I)-'îlx,W<ï>L.x,), 
m,pOL  =  ^1(î)1)x,<M•<^Lx,). 

et  si  maintenant  nous  posons 

il  viendra 

iI-'l,  =  ÎI(x,<I«-'11l,x,), 

équation  vectorielle  qui  ne  dilfère  de  l'équation  (/j)  qu'en  ce  que  les 
fonctions  <['  et  ^l'sont  remplacés  par  W  '  et  $^'  respectivement. 

En  faisant  cette  même  transformation  dans  l'équation  (lo),  on  ob- 
tient une.  quatrième  forme  de  l'équation  algébrique  de  la  siu-face  de 
Kinnmer, 

(ib)  ^xl^xW  'xW x  =  i. 

21.    Il  est  facile  de  développer  les  équations  algébricpies  obtenues 
ci-dessus  pour  la  surface  d.e  Kummer. 
Soit,  par  exemple,  l'équation  (12), 

Sfx(^x(l>xM'— w„,a)-')-'x  =  <). 

On  peut  la  mettre  sous  la  forme 

V  i.  X  <!'  \  / 
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(Jn  a  d'ailleurs,  à  un  facteur  près, 

\  Sx<I>x/  (bX*X)-         Sx'î'X-        -  '  J 

en  désignant  par  [m,  4''ï>)  et  [m.,,  ^(I»)  les  invariants  m  et  w^  de  la 
fonction  »r'I>. 

En  portant  cette  expression  dans  Téquation  de  la  surface,  celle-ci 
devient 

I  w*  —  w,i.î(/n.,  »I'$)  ^x$x  —  â"x1)il'0x] 

(  +f/?2,T<I>)^x'I>xSfxT-'x  =  o. 

Ou  transformerait  de  même  les  autres  équations  de  la  surface. 

22.  PlaiiS  diamélraur  conjugués  de  la  surface  de  Kummei'.  Sections 
(le  la  surface  par  ces  plans.  —  Soit  x  un  vecteur  avant  mémo  plaii 
conjugué  par  rapport  aux  quadriques  (S)  et  (S,);  on  pourra  poser 

(i)  <i)'r<î'x  =  5<i)x. 

Mais  on  tire  immédiatenieut  de  cette  équation 
(2)  $x  =  5»fT'x. 

Donc  un  vecteur  x,  qui  satisfait  à  l'équation  (i),  a  aussi  le  même 
plan  conjugué  par  rapport  à  la  quadrique  (S)  et  à  la  caractéris- 
tique (So\  En  d'autres  termes,  les  trois  surfaces  (S),  (S,  )  et  (S^)  ont  un 
svstème  de  trois  plans  diamétraux  conjugués  communs  :  deux  de  ces 
plans  peuvent  fl'ailleurs  devenir  imaginaires. 

La  forme  même  de  l'équation  (16)  de  la  surface  (K)  montre  que  ces 
plans  sont  des  plaus  diamétraux  de  cette  surface  elle-même. 

25.  Soient  alors  OA,  OB,  OC  les  demi-diamètres  conjugués  sup- 
posés réels  de  la  surface  (S),  dont  les  directions  sont  aussi  conjuguées 
par  rapport  à  !  S,  i  et  (S^). 


On  aura 

d)  A  —  ,      ^  „  _  ,      , . 

S  ABC  S  ABC        .  bABC 


UbC             -                    UCA  .  U.; 

<I>A=-; ;>       $B  =  ;: ;,       0  C 


doii 

S  BC\  U  BC  ^  S  CAX  l'  C A  -!-  S  ABX  t'  AB 

<Ï>X  = -T, 

(iiABCI- 

])e  sorte  que  l'équation  de  la  surface   S)  peut  s'écrire  sous  la  forme 

(â'BCXJ-  -1-  (^*CAX)-  -i-  (5'ABx)-  =  (^  abc)-. 

Du  a  d'ailleurs 

S  *  A  ■}■  B  *  C  I 


'''  S  ABC  (SaBC)- 

Eiisuite  on  pourra  poser 

^  *  s  ABi: 

5,,  y  c  V 

'    S  ABC 

m  <î)c  =  /nj,-^ , 

*    S  ABC 
(l'f)U 

, ,,.  ,  .9,  SbcxIIbc  H-  .ïo  ScAX  UcA  h-SsSabx  Uab 

«1)4   a'X=»2^- -—- r : , 

*  (5abc) 

en  sorte  que  l'équation  de  la  quadrique  (S,)  pourra  se  mettre  sous  la 
forme 

s,  5>-BCX  +  5o5>  "CAX  +  53^- ABX  =  ^■- ABC. 

Si  OA|.  OB,,  OC,  sont  les  demi-diamètres  de  cette  surface  dirigés 
suivant  OA,  OB,  OC,  on  aura 

OA  =  0.\,v/î^.     OB  =  OB,V^,     OC  =  OC,v5^. 

On  a  encore 

4)A  =/n,„5/l-'A, 

d'où 

...  ,               Ubc             s  abc  -., 
'1    ' A  = —  = Ubc, 

//l«S,  bABC  .$1 
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et  de  même 

SaBD-^  ,r-     1  s  ABC  />, 

S,  •'''•, 

(l'oii 

SbcxDbc        Sf.AxUcA        SabxUab 
\ji--  I  X  =  H 1 > 

.V,  s,  .V3 

et  l'équation  delà  surfare  caractéristique  (S,)  pourra  s'écrire  sous  la 

forme 

(Sbcx)^  ^  (ScA^  ^  (SabxT  _  (^.,Bp^,a. 

.s-,  s.,  .s  3 

Si  OA2,  OB,  et  OC.  sont  les  demi-diamètres  conjugués  de  cette  sur- 
face dirigés  suivant  OA,  OB  et  OC  respectivement,  on  aura 

OA2=OAv5^, 

•  OB.  =  OBv5^, 

OC,  =  OC  sjs, , 
d'où 

OA,  xOA,  =  OÂ', 

OB,xOB2  =  OB\ 

OC.  xOCo^ÔC'. 


On  aura  d'ailleurs 


S  ABC 


â*I"-'AW-'BT-'c         (Sabc)' 


Enfin,  on  reconnaît  sans  aucune  difficulté  que  (S,  )  est  la  polaire  ré- 
ciproque de  (So  )  par  rapport  à  (S  ). 

24.  Ceci  posé,  l'équiition  vectorielle  (4)  du  §  XV  peut  s'écrire  sons 
la  forme 

ou  bien,  en  développant  le  second  membre, 

$L  =  mJ^xW-'xW-'  L  -  ,$-x4-'  l4-'x). 
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Si  nous  faisons  maintenant 

L  =  A 

flans  celte  équation,  il  vient 

ou,  en  tenant  compte  des  notations  et  résultats  du  paragraphe  précé- 
dent, 

<^A=m„ <I)A  —  iii„ 1    'x. 

Cette  équation  ne  peut  être  vérifiée  que  si  l'on  a  séparément 


5>  XRC  :=  O, 


5<*x  T-'x 

;/;,,-  s,Si  ^ 

équations  d'une  conique  située  dans  le  plan  OBC  et  semblable  à  la  sec- 
tion faite  par  ce  plan  dans  la  surface  (Sj).  Les  demi-diamètres  de  cette 
courbe  dirigés  suivant  OBet  OC  ont  respectivement  pour  valeurs 

OB  _  OB^  OC  _  OC^ 

23.   Prenons  maintenant  l'équation 

772,„L=='î.1(tJx  M''1>LA<I)X) 

et  faisons  dans  cette  équation  a"  =  a  ;  il  viendra 

//?,,. A  tl(VxM<I)A4'x). 
Or  on  a 

W^\  —  m„.s,A., 

et  l'écpialion  ci-dessus  peut  s'écrire 

A  =  S,H(\lx  A  <Px)  — -5,(S>X<1>X.A  —  ^'X  <I>A.X), 
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d'où  l'on  tire  immédiatement 

^X$A  =  ^XBC  =  0, 
5|^X$X  =  l, 

équations  d'une  seconde  conique  située  dans  le  plan  OBC,  et  sem- 
blable à  la  section  faite  par  ce  plan  dans  la  quadratique  (S).  Les  demi- 
diamètres  de  cette  courbe  dirigés  suivant  OB  et  OC  ont  respectivement 
pour  \  aleurs 

03       ,     OC 

^=    et     —=■ 

Le  plan  diamétral  OBC  coupe  donc  la  surface  (R)  suivant  deux  co- 
niques; il  en  est  de  même  évidemment  pour  les  deux  autres  plans  dia- 
métraux conjugués  de  la  surface. 

26.  Les  deux  coniques,  sections  de  la  surface  par  Tun  de  .ses  plans 
diamétraux,  se  coupent  en  quatre  points,  qui  sont  des  points  coniques 
de  la  surface. 

La  surface  (K)  a  ainsi  douze  points  coniques  a  distance  finie,  situés 
quatre  par  quatre  dans  ses  trois  plans  diamétraux  conjugués. 

L'équation  (i6)  du  n"  21  montre,  en  outre,  que  l'intersection  de  la 
surface  avec  le  plan  situé  tout  entier  à  l'mfini  se  compose  également 
de  deux  courbes  :  ce  sont  les  sections  à  l'infini  des  cônes  asymptotes 
des  quadratiques  (S)  et  (S,).  Ces  courbes  se  coupent  elles-mêmes  en 
quatre  points  qui  complètent  les  seize  points  doubles  de  la  surface. 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  la  détermination  des  points  doubles 
à  distance  finie. 

27.  Plans  tangents  de  la  surface  [  K.)  aux  points  X  e/  X , .  —  Cherciions 
le  plan  tangent  au  [)oint  x  déterminé  par  l'équation 

<I>L  =  H(xirîlLx). 

Opérons  avec  ^l,  et  nous  aiu'ons 

$L$L  =  ^"tJLxH  Ulx. 

Joiiiii.  (le  Math,     i*  série\  tome  VUE  —  Septemeke  iS8.'.  A  ' 
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Si  nous  différen lions  cette  équation,  il  vient 

=  ^ dh^L  +  ^V L  dx II-  Ulx, 
d'où 

^'lll  rfxL$llLX  =  O. 

Si  donc  p  est  un  vecteur  parallèle  à  la  normale  au  point  x,  on  aura 

(l)  p  11  tl(L^'tÎLx)   Il  Ul^'^M, 

d'où 

^PL  =  o; 

donc  le  plan  tangent  au  j)oint  X  contient  la  parallèle  à  OL  mené  par  ce 
point,  c'est-à-dire  la  droite  singulière  du  complexe,  intersection  des 
deux  plans  auxquels  se  réduit  le  cône  du  complexe  pour  ce  point. 
Mais  la  relation  vectorielle  (i)  peut  encore  se  mettre  sous  la  forme 

<l)-'p  II  $'tIlL»r$M  II  î!l<î>L$»ItI)M. 

Or  <I>"'p  est  le  diaiuètre  conjugué  par  rapport  à  (S)  du  plan  tangent 
cherché.  Donc  le  diamètre  conjugué  par  rapport  à  (S)  du  plan  tangent 
de  la  surface  (R)  au  point  X  est  parallèle  à  la  trace  du  plan  tangent  à  la 
surface  (S,  )  au  point  M'  sur  le  plan  MON  [fig.  i). 

De  même  le  plan  tangent  en  X,  contient  la  droite  singulière  (\n  com- 
plexe déterminée  par  ce  point,  et  son  diamètre  conjugué  par  rapport  à 
(S)  est  parallèle  à  la  trace  du  plan  tangent  en  L'a  la  surface  (S,  )  sur  le 
plan  LON. 

28.  Points  coniques;  cônes  des  tangentes  en  ces  points.  —  En  se 
reportant  à  la  construction  géométrique  de  la  surface  (R),  qui  a  fait 
l'objet  du  ^  16,  on  voit  que,  si  un  plan  central  coupe  les  surfaces  (S) 
et  (S,)  suivant  deux  coniques  semblables,  le  système  des  diamètres 
conjugués  comnnnis  à  ces  deux  courbes  sera  complètement  indéter- 
miné. On  pourra  donc  prendre  pour  OL  ou  OM  un  vectcuu'  quel- 
conque situé  dans  le  plan  de  ces  coniques,  et  le  rapport  OL  :  OL'  restera 
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constant.  Ainsi,  aux  vecteurs  en  nombre  infini  situés  dans  le  plan  en 
question  correspondra  un  point  unique  de  la  surilice  (K)  :  c'est  un 
point  double  de  cette  surface,  et  les  considérations  qui  précèdent  mon- 
trent que  la  recherche  des  points  doubles  de  la  surface  (K)  situés  à 
distance  finie  revient  à  celle  des  plans  centraux  qui  coupent  (S)  et  fS,  ) 
suivant  deux  coniques  semblables. 

29.  La  solution  de  ce  problème  e.st  des  plus  simples.  En  effet,  si  un 
plan  coupe  les  quadriques  (S)  et  (S,)  suivant  deux  coniques  sem- 
blables, on  pourra  déterminer  la  constante  /  de  telle  sorte  que  l'inter- 
section de  (S,)  avec  la  quadratique  semblable  à  (Sj  ayant  pour  équa- 
tion 

/^'xfpx  =  1 

se  compose  de  deux  courbes  planes,  c'est-à-dire  de  telle  sorte  que  le 
cône 


;(/$ 


X  =  o 
m^   I 


se  réduise  à  un  système  de  deux  plans.  Mais  l'équation  tle  ce  cône  peut 
s'écrire  sous  la  forme 

l-S,  )(5fBCX;:-  -^[l—  .,%)  f^C\x)^  +  (^  —  53)(^ABX.)-  =  O, 

et,  pour  qu'd  se  réduise  à  un  système  de  deux  plans,  il  faut  que  /  soit 
égal  à  l'une  ou  l'autre  des  trois  constantes  s,  s^  et  s.^. 
Soit,  par  exemple,  /=.?,;  l'équation  ci-dessus  devient 

(j,  —  52)(3CAX)-  -+-  (*,  —  .ïjlf^ABx)^  =  o, 

et  elle  représente  un  système  de  deux  plans  passant  par  le  diamètre  t).\. 
On  trouvera  de  même  deux  plans  analogues  passant  par  chacun  des 
deux  autres  diamètres  conjugués  de  la  surface. 

30.  Il  est  facile  de  reconnaître  analytiquement  que,  lorsque  le  vec- 
teur I.  se  meut  dans  l'un  des  plans  que  nf>us  venons  de  déterminer,  les 
points  correspondants  X  ne  changent  pas,  et  que  ce  sont  deux  points 
doubles  de  la  surface  de  Kunimer. 
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En  effet,  de  l'équation  vectorielle 

$L  =  tl(xiI'l]lLx), 


on  tire 

X  II  t1($LtllF$L) 
OU 

X   II  L^lOXIOl  -  T$L  ^-LfllL, 

et 

(l)  $X  II  $L^I.a)T$L  —  <I>T(I)L^L$L. 

Mais  l'équation  de  l'ensemble  de  deux  des  plans  qui  coupent  les 
quadratiques  (S)  et  (S,)  suivantdeux  covn-bes  semblables  étant 

S>x(<I)T<I>  —  w^*$)x  =  o, 

on  peut  poser,  si  les  plans  considérés  sont  réels, 

E  et  F  étant  les  vecteurs  unitaires  normaux  à  ces  plans,  et  l'équation 

^x^W^x  =  m., 
de  la  surface  (8,1  pourra  s'écrire  sous  la  forme 

s  ^X<^\  -{-  ■22^ExSfFX  =  I. 


et  l'on  aura 


—  $W$X  =  i$X  +  £^(F^EX4-E^FX). 


Soit  maintenant  l  un  vecteur  de  la  surface  (S)  situé  dans  l(  phin 
^Ex  =o  ;  on  aura 

^EL  =  o, 
et,  par  suile, 

—  $»r<l)  L  =  5  <!>  I.  +  iTL  5?  t'L, 

(2)  5>* L  <I)«F«I) L  =  m^.s  5»' E  <î» r.  =  m.^s. 
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L'équation  (  i  )  donnera  donc 

$X  il  ^$L Î-$1I"(I>L  II   E, 

OU 

X  II  $-'e. 

Ainsi  le  point  x  est  bien  situé,  quel  que  soit  L,  sur  le  diamètre  con- 
jugué par  rapport  à  (S)  du  plan  dans  lequel  se  meut  ce  vecteur. 
On  a  d'ailleurs  [équation  (6)  du  §  16] 

en  vertu  de  l'équation  (2)  ;  donc  le  point  X  est  bien  un  point  fixe. 

31.   Cherchons  maintenant  l'équation  du  cône  décrit  par  la  normale 
à  la  surface  (R)  en  ce  point. 

Si  Y  est  l'une  des  normales,  on  aura 

Y  II  ti)M»I'"$L  ||_ti(tUE<I>L.'f<I)L), 

ou 

Y  II  Ol^eT^L  —  E^HPy^L. 


Or  on  a 


donc  on  a 


$'E  ir$L  =  m,,,  o'â'FL  §'£<]>'  E, 

S>"L<I>*I''I'L  =  m,i.s; 


Y  W  g  ^FL  S'E<Ï>~'  E<|)L  —  5E, 

et  l'on  pourra  poser 

Y  =  k{g^FL^Ei>-'*  E<^L  —  se). 

Opérons  sur  cette  équation  avec 5^.  l  et  ^.$  '  e.  et  nous  aurons 

^LY  =  %5>FL^E$-'  E, 
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d'où,  en  éliminant  k, 

sS'LY  H-  ^^^FL  Y^*$    'e  =  O. 

On  a  d'ailleurs 

^EL  =  o, 

^ET$L  =  o. 

En  éliminant  enfin  l  entre  les  équations  qui  précèdent,  il  vient  pour 
l'équation  du  cône  cherché 

^e$1)et(5Y  +  g-F^'T  <!)'£)  =o, 
ou 

5  ^D  E  Y  $îl  EY  -f-  or  ^  Y  $-'  E  311  EF  <Dtl  E  Y  =  O, 

équation  d'un  cône  du  second  ordre,  réciproque  du  cône  envelopjie 
des  plans  tangents  à  la  surface  au  point  X. 

32  On  voit,  d'après  ce  qui  précède,  que  si  x,  est  le  vecteur  de  ce 
point  singulier,  l'expression 

0x  =  <I>x  —  î)(x,iltlxx,  ) 

se  réduit  à  zéro  pour  tout  vecteur  situé  dans  le  plan 

(r)  3nx  =  o. 

La  fonction  0x  est  alors  une  fonction  linéaire  à  un  seul  terme,  et  le 
cône  du  complexe  qui  a  son  sommet  au  point  singulier  considéré  se 
réduit  à  un  système  de  deux  plans  coïncidents  parallèles  au  pian  (0. 
Ainsi  donc  les  plans  singuliers  de  la  surface  de  Runnner  sont  les  points 
poiu'  lesquels  le  cône  du  complexe  se  réduit  à  un  système  de  deu\ 
plans  coïncidents. 

.'ô.    Equations  langenliellcs  de.  la  surface  de  Kummcr.    -  Soit 

(1}  5fXY=l 
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l'équation  d'un  plan  ;  nous  appellerons,  comme  d'habitude,  équation 
tangenlielle  d'une  surface  une  équation  en  y  vectorielle  ou  algébrique, 
qui  exprime  que  le  plan  (i)  est  tangent  à  la  surface. 

L'équation  (i)  représente  le  plan  polaire  du  point  y  par  rapport  à  la 
sphère  de  rayon  égal  à  l'unité  ayant  son  centre  a  l'origine;  donc,  si 
dans  l'équation  tangentielle  d'une  surface  on  regarde  y  comme  le  vec- 
teur d'un  point  variable,  elle  représentera  l'équation  de  la  polaire  réci- 
proque de  la  surface  considérée  par  rapport  à  la  sphère  unitaire. 

54.  Ceci  posé,  on  .sait  que  la  surface  (K)  est  l'enveloppe  des  plans 
dans  lesquels  la  courbe  du  complexe  se  réduit  à  un  système  de  deux 
points.  Nous  obtiendrons  donc  l'équation  tangentielle  delà  surface  de 
Rummer  en  écrivant  la  condition  qui  exprime  que  la  courbe  du  com- 
plexe située  dans  le  plan  (i)  se  réduit  à  un  système  de  deux  points  : 
cherchons  cette  condition. 

Si  dans  l'équation  du  complexe 

^'  u  <î>  u  —  ^vW\  =  o, 
nous  remplaçons  c  par  11  v  y,  il  vient 

(ij  «?1}VY<I>Î1VY  —  .^'V^V  =  o, 

et  l'on  sait  que,  si  l'on  regarde  v  comme  un  vecteur  variable,  cette 
équation  représente  le  cône  réciproque  de  celui  qui  a  son  sommet  a 
l'orif^ine,   et  qui  passe   par  la    courbe  du  complexe   située   dans  le 

plan  (i). 

Si  cette  courbe  se  réduit  à  un  système  de  deux  points,  le  cône  (2)  se 
réduira  lui-même  à  un  système  de  deux  plans,  c'est-à-dire  que  pour 
une  valeur  l  convenablement  choisie  de  v,  on  poiura  poser 

(3)  lI-L  =  t1(Y$tÎLY). 

Cette  équation  est  une  équation  tangentielle  delà  surface  de  Kumnier. 
On  voit  qu'elle  ne  diffère  de  l'équation  ponctuelle 

<t>L  =  î)(x^lllLx) 
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que  par  le  changement  de  $  enT  et  de  W  en  <t>.  Nous  pourrons  énoncer 
sans  démonstration  les  résultats  corrélatifs  de  ceux  obtenus  précédem- 
ment. 

La  surface  a  une  seconde  équation  tangentielle  vectorielle  qu'on 
peut  écrire  sous  la  forme 

On  peut  encore,  en  utilisant  une  remarque  faite  précédemment 
(n"  20),  écrire  les  équations  tangentielles  de  la  surface  sous  la  forme 

0-'l  =  Ht    'Tly, 

L'équation  tangentielle  algébrique  peut  s'écrire  sous  l'une  ou  l'autre 
des  quatre  formes 

^-y('3y<i>-'y$  -~m-^y\- =1, 

^y{^-yWy(^  -  ot,,^~')y  =  o. 

Et  l'on  voit  que  les  surfaces  singulières  des  complexes  ayant  pour 
équations 

^u<î)u     —^vWv     =o, 

^u$-'u  -  ^yW'\  =  o, 

sont  polaires  réciproques  par  rapport  à  la  sphère  unitaire. 

5o.  Il  est  facile  de  revenir  de  lune  des  équations  tangentielles  de- 
là surface  à  l'une  de  ses  équations  ponctuelles,  ce  qui  fournira,  pour 
le  cas  particulier  que  nous  étudions,  une  démonstration  du  théorème 
général  de  Pliicker  cité  plus  haut,  à  savoir  que  la  surface  lieu  des 
points  singuliers  cl  un  complexe  du  second  ordre  est  identique  à  ta  surface 
enveloppe  de  ses  plans  tangents  singuliers. 
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Prenons,  par  exemple,  l'équation 

(4)  ^y{^yW\W'  -  m^M'~'^-'W-')''Y  ^  i. 
et  posons 

d'où 

(5)  Y  =  ^yWy.t  ~  m^W'^-'T. 
L'équation  (4)  devient  alors, 

(G)  ^y1I'"t  =  i, 

ou  bien 

(7)  ^Y  Wy  ^tTt  —  m^.^Tly-'r  =  \ . 

Si  maintenant  nous  différentions  l'équation  (5),  et  que  nous  opérions 
sur  le  résultat  avec  ^.^''t,  il  vient 

^cIyWt  —  2^rfTl'"Y^TiI''T  —  ^'yI'y  S^ c/t  M  t  4- m^^* (/t  0  '  t  =  o. 

Différentions  également  l'équation  (7),  et  nous  aurons 

S'i/Yl-'Y^TirT  -h  !$'Y»I'vSVrT</T  "  W,,mS</t$    '  T  =  O. 

Yai  ajoutant  les  deux  équations  qui  précèdent,  il  vient 

^dY  Wt  -  ^dY  ilY  ^r  Wt  =  o, 
ou 

SSdY{^'T  -  ^tItiIy)  =  o. 

On  a  d'ailleurs,  quelle  que  soit  la  différentielle  rfv, 

^\dY  =  o; 
donc,  on  peut  poser 

kx  =  ^tWtWy  —  Wt. 

Jouni.  (le  Math.  (3'st'rie\  tome  VIII.  —  Octobre  i88i.  -I'-^ 
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En  opérant  sur  cette  équation  successiveuient  avec  ^.Tet  ^.^'  'x, 
elle  donne,  en  tenant  compte  des  résultats  qui  précèdent. 


(^n  a  donc  enfin 


5'*XT  =  o, 

S  T  T  T  -V 

-7 r-  X  =:^^'t  y^T  Wy  ~  WT, 


^Y 

= 

X 

+ 

à\w 

•x 

Y 

= 

ii-i 

X 

T 

S-xW- 

-'x 

SxU^t' 

^ 

yW 

Y 

I 

~  Sx 

»r- 

'x 

'    StU- 

T 

En  portant  ces  valeurs  de  y  et  de  ^'yTy  dans  l'équation  (  ">  ,  il 
\  ient 

X  =  (T  — w>,,^xM'  'x$-')t, 
d'où 

ou  enfin,  en  opérant  avec  ^.x, 

^x{m^.^xW~'  X  (1)-'  -  W)~'x  =  o, 
équation  identique  à  l'équation  (i  i)  de  la  surface  (R)  du  §  18. 

56.  La  construction  géométrique  de  la  surface  (K)  à  l'aide  de  ses 
plans  tangents  se  déduit  sans  peine  de  ce  que  nous  avons  exposé  plus 
liant  relativement  à  la  construction  de  la  surface  par  points;  il  nous 
paraît  donc  inutile  d'y  insister. 

Nous  nous  bornerons  de  même  à  faire  remarquer  que  la  surface  a 
seize  plans  tangents  singuliers,  dont  quatre  passant  par  le  centre,  qui 
la  touchent  suivant  des  coniques.  Ce  sont  les  plans  singuliers  dans  les- 
quels la  courbe  du  complexe  se  réduit  à  deux  points  coïncidents. 
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57.   Equation  générale  des  complexes  du  second  ordre  qui  ont  la  sur- 
face (Y^)  pour  surface  singulière.  —  La  droite  singulière  du  complexe 

i)  S^L  <î>u  —  Bv<I)v  =  o, 

qui  touche  la  surface  (K)  au  point  M,  n'est  pas  déterminée  par  la  sur- 
face elle-même  :  c'est  l'une  quelconque  de  ses  tangentes  en  ce  point. 
Nous  allons  démontrer  qu'on  peut  choisir  à  volonté  une  autre  des 
tangentes  de  la  surface  f  R  )  au  point  M  et  déterminer  un  nouveau  com- 
plexe du  second  ordre  avant  cette  tangente  pour  ligne  singulière  et  la 
surface  (K.J  pour  surface  singulière,  ou,  en  d'autres  termes,  que  la 
surface  (K)  est  la  surface  singulière  d'un  nombre  infini  de  complexes 
du  second  ordre. 

Soit  (u,  v)  la  droite  singidière  du  complexe  donné  (i)  qui  corres- 
pond au  point  ]M  de  la  surface  (K).  On  reconnaît  sans  peine  §  27) 
que  le  plan  tangent  au  point  M  contient  non  seulement  cette  droite 
elle-même,  mais  encore  celle  qui  a  pour  coordonnées  —  ^^'v  et  $u.  De 
sorte  qu'une  tangente  quelconque  de  la  surface  (K.)  au  point  M  a 
pour  coordonnées 

(  u,  =  (7U  —  ^"v, 
(  V,  =  ffv  H-  «Pu, 

7  étant  un  nombre  arbitraire. 
On  a,  d'ailleurs, 

(H)  ^$uVv  =  o; 

on  voit  donc  que  les  lignes  singulières  du  complexe  donné  forment 
une  congruence  du  quatrième  ordre,  représentée  par  l'ensemble  des 
équations  (i)  et  (3). 

Ceci  posé,  les  équations  (2),  résolues  par  rapport  à  c  et  v,  donnent 
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L'équation  (3)  peut  d'ailleurs  se  mettre  sous  la  forme 
(5)  ^u(<î)TH-(7=)v  =  o. 

Éliminons  enfin  u  et  v  entre  les  équations  (4)  et  (5  ),  et  nous  aurons 

^-(^'•V,  4-  GV,){^W  +  (7=)-'  ((TV,  —  <I>U,)  =  O, 

ou  bien 

4-^Wv,  (€>iI^-}-(7')^'<I)u,  -  n-^v,(^W  -h  G-y'y,  ^  o, 
OU  enfin,  après  des  réductions  faciles  et  en  supprimant  les  indices, 

Pour  une  valeur  quelconque  de  7,  cette  équation  représente  un  com- 
plexe du  second  ordre  qui  a  évidemment  la  surface  (K)  pour  surface 
singulière. 

L'équation  (6)  est  du  quatrième  ordre  par  rapport  à  a;  donc  il  y  a 
quatre  complexes  du  second  ordre  ayant  la  surface  (R)  pour  surface 
singulière,  et  contenant  une  droite  donnée  quelconque  (u,  v). 

Pour  (7  =:  00  ,  l'équation  (6)  devient 

^uOv  —  ^vWv  =  o, 
et,  pour  (7  =  o, 

3uW-'u-  ^v$-'v  =  o. 

Nous  retrouvons  ainsi  le  complexe  donné  et  celui  que  nous  avons  déjà 
obtenu  précédemment  :  la  droite  singulière  relative  à  ce  dernier  com- 
plexe a  évidemment  pour  coordonnées  —  M"v  et  Ou. 

38.  Parmi  les  complexes  en  nombre  infini  que  représente  l'équa- 
tion (6),  il  y  en  a  six  qui  se  réduisent  à  un  complexe  linéaire. 

En  effet,  si  on  développe  le  premier  membre  de  l'équation  (6)  en 
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suivant  la  marche  indiquée  au  §  23,  on  obtient  sans  difficulté 


SbCU  s  AT  S  CAU  S  BV  S  ABU  S  CV 


^'abc 


5,(Say)-  i2(SBv)-  S:i(5c.y)- 


W,,,5,  -1-  T-^  ^  O, 


Si  l'on  pose 
cette  équation  devient 

(S'BCU)*  —   27^ABC5*BCU^^AY  -^  7"  (  ^' ABc)=  (^ Av)=  =  O, 

ou 

(  ^*BCU  —  7  ,$*ABC  ^'Av)^  =  O, 

et  l'on  voit  qu'elle  représente  l'ensemble  de  deux  complexes  linéaires 
réunis  en  un  seul. 

Les  complexes  linéaires  qu'on  obtient  ainsi  en  remplaçant,  dans 
l'équation  (7),  çpar  l'une  quelconque  des  valeurs  tirées  des  équations 

W,i,*,  +  7°=  o, 

m^^s^  -4-  7^  =  o, 

»î**3  -f-(7"  =  o 

sont  ceux  que  JNI.  Klein  appelle  les  complexes  fondamentaux  du  sys- 
tème des  complexes  du  second  ordre  représentés  par  l'équation  (6),  et  à 
l'aide  desquels  il  démontre  d'une  manière  très  élégante  les  propriétés 
des  complexes  généraux  du  second  ordre  et  de  la  surface  de  Rummer 
(Mathematische  Annalen).  Nous  reviendrons  dans  un  prochain  Mé- 
moire sur  cette  importante  question. 

39.  Si  nous  supposons  que  l'une  des  fonctions  <î>  ou  ^'  deviemie 
égale  à  l'unité,  les  résultats  qui  précèdent  fourniront  une  démonstra- 
tion des  propriétés  bien  connues  de  la  surface  des  ondes  de  Fresnel  : 
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l'équation  vectorielle  de  cette  surface  se  présente  alors  sous  les  formes 
simples 

$L  =  t)xtlLX, 

r.  =  t1xO-'HLx, 

qui  ne  nous  paraissent  pas  avoir  été  remarquées. 
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Sur  la  propagation  des  ondes  lumineuses,  eu  égard 
(I  la  dispersion; 

Par    m.    GOUY. 


Ce  Mémoire  forme  la  première  Partie  d'un  travail  qui  a  poiu'  olijel 
l'application  de  la  théorie  mathématique  de  la  lumière  à  l'étude  de 
la  propagation  et  de  l'analyse  des  rayons  lumineux.  Nous  examinerons 
surtout  en  détail  les  particularités  dues  à  l'existence  de  la  dispersion 
dans  les  milieux  optiques,  supposés  isotropes,  dépourvus  de  pouvoir 
rotatoire,  transparents  et  optiquement  homogènes.  Nous  ne  nous  oc- 
cuperons pas  de  la  constitution  intime  de  ces  milieux,  ni  de  la  manière 
d'établir  les  équations  différentielles  de  leurs  petits  mouvements,  qui 
ont  été  l'objet  de  travaux  nombreux  et  importants,  et  nous  suppose- 
rons admise  la  forme  linéaire  de  ces  équations  différentielles,  ainsi  que 
la  forme  de  leurs  intégrales  simples,  les  géomètres  et  les  physiciens 
paraissant  d'accord  sur  ces  deux  points. 

Ce  Mémoire  a  poin*  objet  l'étude  des  mouvements  par  ondes  planes, 
et,  en  particulier,  de  ceux  qui  possèdent  sensiblement  la  qualité  que 
les  physiciens  nomment  homogénéité  de  la  lumière. 

Il  résultera  de  cet  examen  que,  dans  de  tels  mouvements,  il  v  a  deux 
vitesses  à  considérer,  bien  différentes  l'inie  de  l'autre  dans  les  milieux 
doués  d'une  grande  dispersion  :  la  vitesse  individuelle  des  ondes,  égale 
au  rapport  de  la  longueur  d'onde  X  à  la  période  vibratoire  T,  et  la 

vitesse  de  transport  de  l'intensité  lumineuse,  égale  à  la  dérivée  de  rf.  par 
rapport  à  -•  Cette  dernière  est  hivitesse  de  la  lumière,  telle  qu'on  la  me- 
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sure  par  les  méthodes  directes  qui  mettent  à  profit  des  variations  d'in- 
tensité, et  joue  aussi  un  rôle  important  dans  d'autres  phénomènes  ('  ). 

§  I.   —   Formules  générales. 

1.  Soit  un  miheu  indéfini;  x,  y,  z  sont  les  coordonnées  d'un  point 
matériel  quelconque  de  ce  milieu  à  l'état  de  repos,  par  rapport  à  trois 
axes  rectangulaires,  et  £,  vj,  Ç  les  projections  sur  ces  axes  du  déplace- 
ment très  petit  de  ce  point.  On  sait  que,  le  milieu  étant  isotrope  et 
dépourvu  de  pouvoir  rolatoire,  les  équations  diftérentielles  des  petits 
mouvements  admettent  pour  intégrales  (-)  les  équations 

[  £=A,sin(K/ -SO  +  B,  cos(K/--SO, 

(i)  I  >?  =  A2sin(Rr  — S/)  4-B2Cos(Rr— Si), 

(  Ç  =  A3sin(Rr— S0-HB3Cos(Kr-Si), 

en  désignant  par  t  le  temps,  par  r  la  distance  positive  ou  négative  du 
point  [x,  y,  z)  à  un  plan  fixe  quelconque,  et  par  A,,  Ao,  A3,  B,,  B,,  B3, 
K  et  S  des  constantes  quelconques,  sous  les  conditions  suivantes  :  les 
six  premières  sont  telles  que  le  déplacement  soit  parallèle  au  plan  fixe  ; 
les  deux  dernières  sont  positives  et  liées  par  ime  équation 

(2;  S=F(K), 

(')  Ces  conclusions  ont  été  publiées  antérieurement,  sans  démonstration 
{Comptes  rendus  des  séances  de  l' Académie  des  Sciences,  29  no>embre  1880  et 
3  janvier  1881),  et  combattues  par  M.  Cornu  (même  Recueil,  27  décembre  1880 
et  10  janvier  1881).  Plus  récemment,  lord  Rayleigh  a  publié  un  aperiju  de  ses 
recherches  sur  ce  sujet,  et  a  donné  la  même  expression  pour  la  vitesse  de  trans- 
port de  l'intensité  lumineuse  {Nature,  20  août  et  17  novembre  1881).  Ce  phy- 
sicien appelle  vitesse  de  la  lumière  la  vitesse  individuelle  des  ondes,  et  désigne 
sous  le  nom  de  vitesse  du  groupe  d'ondes  la  vitesse  de  transport  de  l'intensité 
lumineuse.  Il  m'a  paru  préférable  de  réserver  pour  cette  dernière  quantité  le 
nom  de  vitesse  de  la  lumière,  en  laissant  ainsi  à  cette  expression  le  sens  qu'elle 
a  toujours  eu  en  dehors  de  toute  idée  théorique. 

{')  Si  l'on  adopte  les  théories  qui  attribuent  à  ces  équations  dillerentielles- des 
coefficients  périodiques,  les  équations  (i),  et  celles  que  nous  considérerons  par 
la  suite,  satisfont  aux  équations  différentielles  dites  auxiliaires,  à  coefficients 
constants,  que  l'on  déduit  des  précédentes,  et  qui  régissent  la  partie  sensible 
(lu  mouvement  vibratoire. 


(4) 
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caractéristique  du  milieu  considéré.  Ou  dit  que  ce  milieu  est  sans  dis- 
persion ou  doué  de  dispersion,  suivant  que  l'équation  (2)  est  ou  non  de 

S 
la  forme  y  =  coiisr.  Le  mouvement  (i)  est  formé  d'une  suite  illimitée 

d'ondes  planes,  ne  différant  en  rien  les  unes  des  autres,  et  se  propa- 

géant  dans  le  sens  des  r  positifs  avec  la  vitesse  ï^,  la  longueur  d'onde 

et  la  période  vibratoire  étant  respectivement  ^  et  ^  ■ 

2.  On  appelle  mouvements  par  ondes  planes  les  mouvements  tels 
que  Ç,  ïj,  Ç  ne  dépendent  à  chaque  instant  que  de  la  distance  du 
point  considéré  à  un  plan  fixe.  Nous  prendrons  ce  plan  pour  plan  des 
yz  et,  les  déplacements  étant  dans  le  plan  des  ondes  pour  les  mou- 
vements que  nous  aurons  à  considérer,  nous  aurons  identiquement 
?=o. 

Soient,  pour  /  =  o, 

j     >,  =  F,(»),       i;  =  F,{x), 

Considérons  les  équations 

1  vy  =  —  I     \\  1     F,((z)sinR«c^«— ^  /     Fo(«)  cosKar/a    sin(Ra;  —  S/ ; 

I  +    /    F, {x)cosKa da-h  ^  f    'P.ia)sinKv.drAcos{Kx —  StjidK, 

ï3  =  -^/  /     F,{(x)f:\nKc/.dx-l^        F2(a)cosKar/a  sin(Rj;'-i-S/) 

i  -h    j     F,((z)cosIs.  ac/(Z— ^  /     F2(a)sinR«^a  cos(Ka7+Sf)  c?R, 

où  S  est  lié  à  R  dans  chaque  élément  des  intégrales  définies  par  l'é- 
quation (2),  et  où  F,  (a)  et  Fiix)  sont  les  fonctions  F,  {œ),  F^{x),  dans 
lesquelles  on  a  remplacé  .r  par  a.  Considérons  aussi  les  équations  ana- 
logues en  Ç,  qu'on  formerait  en   remplaçant,  dans  les  précédentes, 

F,(a)etF2(a)  respectivement  par  F3(a)  et  F,(a). 

Journ.  de  Math.  (3'  série),  tome  Vlll.  —  Octobre  i88j.  ^•^ 
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Le  mouvement  formé  par  la  superposition  des  mouvements  détinis 
par  ces  quatre  équations  satisfait  évidemment  aux  équations  différen- 
tielles linéaires  des  petits  mouvements;  on  vérifie  aisément,  par  la  for- 
mule de  Fourier,  qu'il  satisfait  aussi  aux  conditions  initiales  (3).  Si 
l'on  regarde  les  fonctions  F, (a),  F2(a),  F3(a),  F4(«)  comme  arbitraires, 
ces  quatre  équations  réunies  forment  donc  l'expression  générale  des 
mouvements  par  ondes  planes,  à  vibrations  transversales,  qui  peuvent 
exister  dans  le  milieu  qui  nous  occupe.  Il  nous  suffira,  dans  la  discus- 
sion de  ces  formules,  de  considérer  une  des  deux  projections,  par 
exemple  vj  ;  on  pourra,  pour  fixer  les  idées,  supposer  que  Ç  est  identi- 
quement nul,  et  les  mouvements  dont  nous  écrirons  les  équations  au- 
ront leurs  vibrations  rectilignes  et  parallèles  à  l'axe  des  y. 

5.  R  et  S  étant  de  même  signe  par  définition,  le  mouvement  (4) 
se  propage  dans  le  sens  des  x  positifs,  et  le  mouvement  [l\)  en  sens 
contraire,  d'une  manière  que  nous  étudierons  par  la  suite.  Les  for- 
mules se  simplifient  lorsque  le  mouvement  se  propage  dans  un  sens 
unique,  par  exemple  dans  le  sens  des  x  positifs,  ce  que  nous  admettrons 
dorénavant.  En  désignant  respectivement  pary(f)  eXf'[t)  les  seconds 
membres  des  équations  (4)  et  (4').  on  a  toujours  identiquement 

Ai)-h/'{-t)='^  f    \f    F,(a)sinK«(/a  sin(Ka;-SO 

-h  1     F,  ( a )  cosK  a  de .  cos f  K.r  —  S/  )    dK , 

i'\,  f\t)  étant  identiquement  nul  par  hvpothèse,  l'équation  du  mouve- 
ment s'écrira 

(5)       •/,  =  r''[9,(R)sin(Rx-S0  +  ?2(K.)cos(Ka; -S/)JrfK, 

vu  posant 

j  (p,(R)=l  ^"F,(a)sinRa^«, 

fy2(R)  =  -/     F,(a)cosRa</a. 
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4.  Nous  dirons  que  le  mouvement  (5)  est  limité  lorsque  le  déplace- 
ment, à  l'origine  du  temps,  est  compris  tout  entier  entre  deux  plans 
parallèles  aux  ondes.  Soient 


les  équations  de  ces  deux  plans;  F, (a?)  n'est  différent  de  zéro  que 
^onv  Xf<C  oc  <C  oc. 2-  En  désignant  par  P  la  moyenne  des  valeurs  ab- 
solues de  ¥ ^{x'\  entre  x^  elx^,  on  a,  d'après  les  relations  (6),  en  valeur 
absolue, 

(7)  y.(K)     et     y^KX^'^-^'-j'-^ 


§  II.  —   Lumière  homogène  et  sensiblement  homogène. 

o.  Soit,  dans  ce  même  milieu  et  dans  le  sens  des  x  positifs,  un  svs- 
tème  quelconque  de  prismes,  dont  les  arêtes  sont  parallèles  à  l'axe 
des  y,  suivi  d'une  lunette  dont  Taxe  est  dans  le  plan  de  xz.  On  sait  que 
chacun  des  mouvements  simples,  tels  que 

(8)  >5  =  [9,(K.)sin(Ra;-SO  +  ?2(K)cos(R,T-SO]  dYs., 

qui  forment  par  leur  superposition  le  mouvement  incident  (5  ),  se  com- 
porte dans  ce  système  comme  s'il  existait  seul.  Soit  A  un  point  de  l'in- 
tersection du  plan  focal  de  la  lunette  et  du  plan  des  xz,  et  soit 

(g)  -,;=  [93,(R)sin(«  — S;)-l-q?,(K)cos(u  — SOJ  H  c?K 

l'équation  du  mouvement  qui  existerait  au  point  A,  si  le  mouvement  in- 
cident était  le  mouvement  (8),  u  et  H  étant  des  fonctions  de  K  indé- 
pendantes de  t,  que  l'on  calculera  par  les  formules  de  la  réflexion,  de 
la  réfraction  et  de  la  diffraction.  Le  mouvement  incident  étant  le  mou- 
vement (  J  ),  le  mouvement  au  point  A  aura  pour  équation 

(lo)        •'3=/     rs,(K)sin(M  — S0  +  ?2(K.)cos(m -SOlHrfR. 

La  discussion  de  cette  formule  (lo)  formerait  la  théorie  de  l'analyse 
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spectrale,  c'est-à-dire  l'étude  générale  des  relations  existant,  à  chaque 
instant,  entre  le  mouvement  incident  et  1  intensité  lumineuse  aux 
divers  points  du  spectre.  Cette  théorie  fera  l'objet  d'un  autre  Mémoire, 
et  nous   nous  bornerons  ici  à  définir  la  lumière  sensiblement  homo- 


6.  On  appelle  ainsi  les  ravons  lumineux  qui  donnent  un  spectre  d'é- 
tendue très  limitée.  Supposons  qu'il  en  soit  ainsi  du  mouvement  (5),  et 
que  l'intensité  lumineuse  ne  soit  sensible  qu'au  voisinage  du  point  A. 
Soit  Ko  la  valeur  de  K  pour  celui  des  mouvements  (8)  dont  les  ondes, 
après  leur  passage  à  tra\  ers  les  prismes,  seraient  normales  à  la  droite 
qui  joint  A  au  centre  optique  de  l'objectif.  En  appelant  G  la  fonction 
sous  le  sie;ne  /  dans  le  second  membre  de  léquation  (5),  et  £  étant 
une  quantité  positive  quelconque,  petite  par  rapport  à  K,,,  le  mouve- 
ment incident  (5)  peut  être  regardé  comme  formé  par  la  superposition 
de  deux  mouvements  dont  les  équations  suivent  : 

..K   -  c 

(il)  ■/;=  /        Gf/K, 

:,o^  0=  /        GdK^  I      GdK. 

Soient  B  un  point  quelconque  du  plan  focal  de  la  lunette,  v  la  vitesse 
vibratoire  qui  existerait  en  ce  point  si  le  mouvement  incident  était  le 
mouvement  (i  i),  et  de  même  v'  pour  (12)  ;  la  vitesse  réelle  au  point  B 
seraçj  +  ç;'.  Le  premier  terme  de  celte  somme  devient  insensible  dés 
que  le  point  B  n'est  pas  très  voisin  du  point  A.  Nous  savons,  en  effet, 
par  la  théorie  de  la  diffraction,  que  la  fonction  II  de  l'équation  (9)  tend 
rapidement  vers  la  limite  o,  quand  la  droite  qui  joint  le  point  consi- 
déré au  centre  optique  fait  un  angle  ci  oissant  avec  la  normale  aux 
ondes  qui  arrivent  à  la  lunette,  et  aussi,  d'après  les  inégalités  (7),  que 
©,(R)  et  ï'2(K)  sont  inférieurs,  en  valeur  absolue,  à  un*"  limite  déter- 
minée. Pour  les  mêmes  raisons,  si  la  puissance  des  pri-mes  est  suffi- 
sante, v  sera  insensible  au  voisinage  du  point  A.  Il  est  donc  nécessaire 
et  suffisant,  pour  que  le  spectre  soit  limité  au  voisinage  de  ce  point, 
que  v' soit  insensible  à  chaque  instant  et  dans  tout  le  plan  focal,  .^insi 
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le  mouvement  incident  (12)  ne  donnerait,  à  lui  seul,  qu'une  intensité 
lumineuse  insensible  dans  toute  l'étendue  du  spectre.  L'expérience 
montre  d'ailleurs  que,  pour  qu'un  mouvement  lumineux  satisfasse  à 
cette  condition,  il  faut  et  il  suffit  cju'il  soit  lui-même  d'intensité  insen- 
sible. Sans  examiner  pour  le  moment  la  question  au  point  de  vue  théo- 
rique, nous  conclurons  de  ce  fait  d'expérience  que  le  second  membre 
de  (12)  doit  être  fort  petit  pour  que  l'intensité  lumineuse  ne  soit  sen- 
sible qu'au  voisinage  du  point  A. 

Nous  dirons  donc  que  le  mouvemeiil  lumineux  défini  par  l'équation 
générale  [B)est  sensiblement  homogène,  lorsqu'on  peut  prendre  l'intégrale 
définie  du  second  membre  de  cette  équation  entre  des  limites  très  voisines 
Ko  —  Ê  e/  Ko  +  s,  en  ne  commettant  quune  erreur  insensible  vis-à-vis  de 
la  moyenne  P  des  valeurs  absolues  du  déplacemeiu  initial  (  '  ). 


(')   Voici  un  exemple  simple  de  ce  genre  de  mouvement.  Supposons  le  déplace- 
ment initial  F,  (  .?■)  nul  en  dehors  des  limites ^  et  — >  et  éeal,  entre  ces  limites,  a 

ni        m 

a(i  -)-  coitnx)  cosKoX, 

•  .. 

a,  m  et  K„  étant  des  constantes  positives  telles  que  — ''-  t=  n,   n  étant  un  nombre 
'  '■m. 

pair.  L'équation  (5)  devient 


=  -/■ 

2-kJ 


KoH-K      Ko— K      Ko-t-K-hm      K-o+K  — m      Kg— K  +  m      Kj— K  — ; 

Kti 

X  sin cos(Kj?  —  S<)  dh.. 

m 

Si  nous  prenons  l'intégrale  définie  entre  les  limites  Kq — -e  et  K^h-  e,  t  étant 
plus  grand  que  m,  l'erreur  commise  sera  plus  petite,  en  valeur  absolue,  que 


^.(.("'■""-.C,«-")' 


R  désignant  la  parenthèse  contenue  dans  l'intégrale  définie  précédente,  qui  est 
positive  entrée  et  K^ — ryi,  et  négative  entre  Kg-t-/?«  et  co  .  Nous  avons,  en  désignant 
par  /  les  logarithmes  népériens. 


/  R  f/K  =  /  — 


('?.K„-^y-  ,    „,K^ 


l- 


c 


(s  ko — e)- — m-        ~  Ivj  t'  —  m' 

(ako-he)-  E- 
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7.  Si  £  était  infiniment  petit,  le  mouvement  (5)  serait  parfaitement 
homogène.  Mais,  d'après  les  inégalités  (7),  on  a  toujours,  en  valeur 
absolue. 

Par  définition,  le  premier  membre  de  cette  inégalité,  pour  ;  ^  o  et 
pour  certaines  valeurs  de  x,  est  au  moins  égal  à  P;  il  vient  tlonc 


ou  bien 


(^^)  K„  ^  8(x,— .r,)' 

en  appelant  /.„  la  longueur  d'onde  qui  correspond  à  Ko.  d'après  la  re- 
lation générale  /  ^  —■  Kms,\  un  mouvement  limité  ne  peut  pas  approcher 

indéfiniment  de  V homogénéité  parfaite,  et  d'autant  moins  que  ses  limites 
sont  plus  resserrées. 

8.  Nous  allons,  dans  la  suite  de  ce  Mémoire,  étudier  les  propriétés 
et  la  propagation  des  mouvements  sensiblement  homogènes  que  nous 
venons  de  définir,  et,  en  particulier,  les  limites  vers  lesquelles  elles 
tendent  lorsque  le  mouvement  tend  vers  l'homogénéité,  c'est-à-dire 
lorsque,  x^  —  x^  devenant  très  grand  vis-à-vis  de  1^,  £  devient  très  petit, 
de  telle  sorte  qu'on  ait  toujours 

(•4)  i{x,-x,)<q, 

Q  étant  une  quantité  donnée.  En  conséquence,   dans  tout  ce  qui  va 
suivre,  nous  considérerons,  au  lieu  du  mouvement  (  t),  le  mouvement 


et,  par  suite,  l'erreur  commise  est  une  très  petite  fraction  de  —  >  quel  que  soit  e, 

211 

pourvu  que  m  soit   très  petit  par  rapport  à  e  et  à  Kj.  Celle  erreur  est  donc  très 
petite  vis-à-vis  de  la  movenne  P,  (]ui  est  ici  —  • 
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sensiblement  équivalent 

(,5)     n=  r'""'f9,(R)sin(Kjr-S/)  +  ?j(K)cosiRa;-S0j^K.- 

g  ]II.  _  Ondes  et  vibrations. 
9.   En  posant 

/(.r.  t)  =  /^"'^'i  ?.(K)cos[(R  -  K,)x-,S  -  S,)t] 

-9,(R)sin^(K-R.)a;-iS-S„)/    ;rfR, 

j/,ia",/)=:  f     !ç,(R)sin[(R-R„)a:-(S-S„)«] 

-i-a,(R)cos[(R-R„V'^  -(S-S„)^j  \dK, 

So  étant  la  valeur  de  S  qui  correspond  à  R„  d  après  l'équation   (2), 
l'équation  (i5)  s'écrit 

(,  -\       r,=  f,{x,t)  sin{K,x  -  S,t)  -^fj^x,  t)  cos^RoO;  -  S„0- 

Première  approximation.  -  Si  l'on  regarde  les  fonctions /, (a;, /)  et 
fi[x,t)  comme  constantes  dans  les  intervalles  de  x  à  x  ^t^x,  et 
àetAt  +  M,  l'erreur  commise  sur  le  second  membre  de  l'équation  (17) 
est  plus  petite  en  valeur  absolue,  d'après  les  inégalités  (7)  et  (14).  que 
la  somme  des  valeurs  absolues  de  ^i^f^  et  de  ^^^.  c  étant  la  dif- 
férence des  valeurs  de  S  qui  correspondent,  d'après  l'équation  (2), 
^i  K.0—  £  etRo-+-  a.  Si  donc  le  mouvement  est  voisin  de  l'homogénéité, 
et  si^Aa;  et  M  ne  sont  pas  trop  grands  en  valeur  absolue,  les  fonctions 
f,[x,  t)  et  f-,[x,t)  sont  sensiblement  constantes  dans  l'intervalle  con- 
sidéré. 

Par  suile,  à  cette  première  approximation,  le  mouvement  (17  )  peut 
être  regardé,  dans  un  intervalle  d'autant  plus  grand  qu'il  est  lui-même 
plus  voisin  de  l'homogénéité,  comme  se  réduisant  à  un  mouvement 
simple  tel  que  le  mouvement  (i),  formé  par  une  suite  d'ondes  égales  et 
régulières,  de  longueur  d'onde  |^,  et  de  période  vibratoire  |^,  qui  se 
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S 
propagent  avec  la  vitesse  ~  ■  Ainsi  le  mouvement  (  1 7  )  ne  peut  pas  pré- 
senter de  variations  brusques  ni  rapides  de  longueur  d'onde,  de  phase 
ou  d'am|)litude. 

10.   Deuxième  approximation.  —  L'équation  (17)  s'écrit 

(18)  r,=3[x,  ^)sin[R,.T  — SoZ+/(.r,  Z)], 

en  posant 


(19)  i(x,0=±V[/ll^.-'lj'+[/2(^.^)f' 

(20)  x(^'0  =  ''ii'ctang|^^^- 

Les  fonctions  y,  (a?,  t)  ç.X.f^{x,  t]  étant  continues,  chacune  des  racines 
de  l'équation  (20)  est  une  fonction  continue  de  x  et  de  /,  à  moins  que 
f,{x,  t)  e\.f.^[x,  t)  ne  s'annulent  à  la  fois.  INLiisil  résulte  de  ce  que  nous 
venons  de  voir  que,  au  voisinage  des  points  ou  des  instants  où  les  fonc- 
tions y,(a;,  /)  et/2(a;,  t)  s'annuleraient  toutes  deux,  le  déplacement  r, 
serait  insensible  vis-à-vis  de  V.  Ainsi  la  discontinuité  de  y^{x,  t)  ne  pent 
pas  se  produire  tant  que  l'intensité  lumineuse  ne  devient  pas  négli- 
geable, et,  par  suite,  nous  n'avons  pas  à  nous  en  occuper. 

Nous  prendrons  arbitrairement  pour  )(^{x,  t),  en  un  point  et  à  un 
instant  déterminés,  ime  des  racines  de  l'équation  (20),  et  cettefonction 
se  trouvera  déterminée,  pour  les  autres  valeurs  de  x  et  de  t,  par  la  con- 
dition de  continuité.  Le  signe  du  radical  de  la  formule  (19)  sera  choisi 
(le  manière  à  identifier  les  seconds  membres  des  équations  (17)  et  (  1 8  )  ; 
le  même  signe  conviendra  tant  que  l'intensité  lumineuse  ne  deviendra 
pas  insensible,  le  second  membre  de  l'équation  (171  et 

sin[Ko^  — So^-r- /(jf, /)] 
changeant  de  signe  en  même  temps. 

l\ .  Il  siiKira  évidemment,  ici  et  par  la  suite,  d(!  considérer  ce  qui  se 
passe  sur  l'axe  des  x. 

Soient  (a:)  etf^rH — j  deux  points  consécutifs  où  le  déplacement  r, 


est  nul  au  temps  ^  Ces  deux  points  comprennent  entre  eux  une  demi 
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ondulation,  et  la  quantité  l  est  la  longueur  d'onde  au  point  (r)  et  au 
temps  L  L'amplitude  ^{x,  t)  n'étant  pas  nulle,  nous  aurons 

K|,a:  —  S„/  +  x(a7,  t)  =  nn, 

1^0  f^  +  0  -  S„? +x(.r  +  ^w)  =  (n  +  i)7t. 


Il  étant  un  nombre  entier  quelconque;  d'où,  en  développant 


7\^ 

par  la  formule  de  Taylor  et  ne  conservant  que  les   deux   premiers 
termes,  il  vient 

7.-        „  d/i.r,t)        ,,  ■''^         '        dx  ■'■'•         '        dx 

12.  En  définissant  de  même  la  durée  de  la  vibration  au  point  (.r)  et 
au  temps  t  et  la  désignant  par  0,  on  a  de  même 

.       .    ...        ,  d-j(x,t)  J^^'^'^       dt  -^-(--'^^        dt 

15.  Supposons  maintenant  que  le  premier  des  points  considérés  au 
n"  11  se  déplace  sur  l'axe  des  x,  de  telle  sorte  qu'en  ce  point  mo- 
bile on  ait  constamment  vi  =  o.  Sa  vitesse  w  sera  la  vitesse  de  Fonde  au 
point  (x)  et  au  temps  t.  Soit  (.r  +  dx)  ce  point  au  temps  t-hdt;  on  a 

R„  dx  -  S,  dt  +  '^^'j^  dx  +  ^^^  dt  =  o. 


et,  par  suite, 

(2,3) 

d.v 

^-■dl 

(/'/.{■r,t) 
^^             dt               i 

-             dyXx,t)         0 
'"»+        dx 

Ainsi  la  vitesse  de  l'onde  est,  comme  dans  un  mouvement  simple,  égale 

Journ.  de  Mat/t.  (3°  surie),  tome  Vlll.  —  Octobre  1882.  44 
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en  chaque  point  et  à  chaque  instant  au  rapport  de  la  longueur  d'onde  à 
la  durée  de  la  vibration  existant  en  ce  point  et  à  cet  instant.  Ces  deux 
quantités  sont  d'ailleurs,  d'après  les  relations  (7)  et  (i4).  peu  diffé- 
rentes de  ~  et  de  ç^">  tant  que  l'amplitude  3{x,  t)  n'est  pas  insensible 
vis-à-vis  de  P. 

14.  La  relation  qui  lie  entre  elles  la  longueur  d'onde  l  et  la  durée  de 
la  vibration  5  est  la  même  que  celle  qui  existerait  dans  un  mouvement 
simple  tel  que  le  mouvement  (1).  En  effet,  on  aurait  dans  ce  cas,  d'après 
l'équation  (2), 


ou  bien,  en  remarquant  que  ^  est  très  voisin  de  K^, 

K„^F'(RJ. 


9T.  „  f  It: 


Mais,  £  étant  fort  petit,  on  a  sensiblement,  dans  les  limites  des  inté- 
grales des  formules  (16), 

S  =  S„  +  ;R-K„)F'(R„). 

et,  par  suite,  on  a  identiquement 

dA(x,t)  .dM^^ 

et  de  même  pour  ^2,  ce  qui  démontre  le  tbéorème  d'après  les  rela- 
tions (21)  et  (22). 

lîi.  On  appelle  intensité  lumineuse  au  point  [x]  et  au  temps  t  la  v.deur 

moyenne  I  du  carré  de  la  vitesse  vibratoire  -7-  pendant  l'intervalle  de 

t  —  It  h  t  A- \t,  At  étant  fort  petit,  mais  comprenant   cependant   un 
grand  nombre  de  vibrations. 
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D'après  les  relations  (18 )  el  (22),  on  a 

^^y=  j  ^.f  (^,  Ocos[K„a;  -  SJ  -H ySoc,  t)]  j' 


rli{x,t) 


cU 


sin[R„^-S„/  +  x(a^.  0] 


Dans  l'expression  de  (J;)\  le  troisième  ternie  est  insensible. 
cm^A)  ^^^^^^  jéjà  fort  petit  en  valeur  absolue;  le  second  change  pério- 
diquement de  signe  et  s'annulera  sensiblement  dans  la  moyenne;  .1 
vient  donc 

Comme  ^  est  très  voisin  de  S„,  on  voit  cjue  l'intensité  lumineuse 
est  sensiblement  proportionnelle  au  carré  de  l'amplitude  ^x,  t). 

16  En  résumé,  un  mouvement  lumineux  sensiblement  homogène 
est  formé  d'une  suite  d'ondidations,  qui  ne  présente  que  des  variations 
lentes  et  graduelles  de  longueur  d'onde,  de  phase  et  d  amplitude. 
Chaque  onde  possède,  à  chaque  instant,  la  durée  de  la  vibration  et  la 
vitesse  de  propagation  qui  dépendent  de  sa  longueur,  d'après  1  équa- 
tion (2)  caractéristiquedumilieuconsidéré;cestroisquantilespeuvent 
d'ailleurs  varier  d'une  manière  graduelle,  comme  nous  allons  le  voir, 
quand  l'onde  se  transporte  dans  l'espace.  Enfin,  la  longueur  d  onde 
est  très  peu  différente  d'une  certaine  valeur  moyenne,  qui  entrera 
dans  les  calculs  ordinaires  de  l'Optique  physique 

§IV.  -   Transport  des  ondes  et  de  l'intensité  niMiNirsE. 

17  Nous  allons  maintenant  chercher  comment  varie  en  fonclion 
du  temps  l'mtensité  lumineuse,  et  comment  varie  chacune  des  ond.s 
pendant  sa  propagation. 
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Lorsque  le  milieu  est  sans  dispersion,  en  appelant  a  la  valeur  oon- 

c 

stante  de  y^  l'équation  générale  (5)  est  de  la  forme 

n  =/(a;  —  at). 

Le  mouA'ement  se  transporte  alors,  sans  altération,  avec  la  vitesse 
de  propagation  a,  et  chaque  onde  reste  indéfiniment  ce  qu'elle  était  à 
un  instant  quelconque.  Dans  les  milieux  doués  de  dispersion,  les  ondes 
ne  sont  pas  ainsi  persistantes,  mais,  au  contraire,  variables  en  général 
dans  tous  leurs  éléments.  Néanmoins,  quand  le  mouvement  est  sensi- 
blement homogène,  sa  propagation  s'effectue  suivant  quelques  lois 
assez  simples. 

Nous  avons,  d'après  l'équation  (2),  par  la  formule  de  Taylor, 

(25)S  =  S„+{R-K„)F(K„)+^-^^^F"(K„)+^^i^F"'(K„)  +  .... 

et  cette  valeur  de  S,  substituée  dans  le  second  membre  des  équa- 
tions (16),  nous  permettra  d "étudier  par  des  approximations  succes- 
sives le  mouvement  (17). 

18.  Première  approximation.  —  Dans  le  second  mendjre  de  (26  ),  on 
néglige  les  puissances  de  K  —  Rj  supérieures  à  la  première.  Il  vient 

(/.(x,0=/.[^-^F'(R„),o], 
^  \U.r,t)=Mx-tV\\k,),o\, 

et  par  suite  l'équation  (18;  du  mouvement  s'écrit 

■n  =  $[x—  iF'(R„),o]  sin{Koa7-S„<4-x[.»-  iF'(K„),o];. 

On  exprime  ce  résultat  sous  une  forme  géométrique  en  disant  que, 
si  l'une  quelconque  des  fonctions  S[x,  t)  ou  /(.a;,  t)  est  représentée  à 
l'origine  du  temps  par  luie  certaine  courbe,  et  si  cette  courbe  se  trans- 
porte sans  déformation  suivant  l'axe  des  x,  avec  la  vitesse  F'(K„),  elk" 
représentera  encore  la  fonction  à  chaque  instant. 

En  désignant  par  D^  la  plus  grande  valeur  absolue  de  F"(Ko)  entre 
K-o  —  £  et  Ko-i-£,  et  par  e  la  base  des  logarithmes  népériens,  l'erreur 
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commise  sury",(a7,  t)  et/^lx,  t)  est  plus  petite  en  valeur  absolue  que 

comme  on  le  vérifiera  aisément,  d'après  les  inégalités  (7)  et  (i4)-  Sis 
est  assez  petit,  cette  eireur  sera  insensible  vis-à-vis  de  P  tant  que  le 

rapport  — ^ —  ne  sera  pas  très  grand. Amsi,  en  conservant  la  même 

représentation  géométrique,  on  dira  que,  si  le  mouvement  est  voisin  de 
l'homogénéité,  l'erreur  commise  est  insensible  tant  que  le  chemin  par- 
couru par  la  courbe  n'est  pas  très  grand  par  rapport  à  la  longueur 
qu'occupait  le  déplacement  initial. 

19.  Vitesse  de  la  lumière.  —  L'intensité  lumineuse  I,  d'après  les 
formules  (22)  et  (24),  est  elle-même  exprimée  par  une  fonction  de  la 
forme 

Aiasi  F'^K„)  est  la  vitesse  de  la  lumière  ou  vitesse  de  transport  de  l'inten- 
sité lumineuse  pour  la  longueur  d'onde  X„,  telle  qu'on  la  mesurerait  par 
les  méthodes  directes  qui  mettent  à  profit  des  variations  d'intensité. 
Si  la  vitesse  de  la  lumière  est  la  même  pour  toutes  les  couleurs, 
comme  cela  a  lieu  sensiblement  dans  le  vide,  F'(Ko)  étant  indépendant 
de  Ko.  l'équation  (2)  est  de  la  forme 

S  =  aR  +  6, 

a  et  6  étant  des  constantes,  la  seconde  restant  indéterminée.  Mais  il 
parait  difficile  d'admettre,  dans  les  idées  actuelles,  que  cette  relation 
puisse  être  réalisée  avec  6^0,  et  nous  admettrons  que  le  vide  est  un 
milieu  sans  dispersion. 

20.  J^ariation  des  ondes.  —  L'amplitude  :^[x,t)  variant  très  lente- 
ment avec  X,  on  peut  prendre  pour  V amplitude  d'une  onde  la  valeur 
que  possède  S{x,t)  au  milieu  de  celte  onde.  Soit  [x^)  ce  pointa 
l'origine  du  temps;  l'onde  se  propageant  avec  une  vitesse  très  voisine 

de  j-^>  son  milieu   sera,  au  temps  /.  très  près  du  point  (  a-^  +  ff^  j- 
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L'amplitude  de  l'onde,  étant  donnée  par  la  formule  générale 

S[x  —  tF'{Ro)'  o]. 
sera  donc  égale  à 

Celte  amplitude  varie  donc  avec  t,  et  l'on  voit  que  l'onde  qui  nous 
occupe  possède  au  temps  t  l'amplitude  que  possédait  à  l'origine  du 
temps  l'onde  dont  le  milieu  était  au  point 


^o-+-[|^-F(K„)]z|, 


S 
ou  tout  près  de  ce  point.  F'(Ko)  étant  positif  et  plus  petit  que  ~  dans 

les  milieux  réels,  comme  nous  le  verrons,  l'amplitude  d'une  onde  est 
croissante  ou  décroissante,  à  un  instant  donné,  suivant  que  l'ampli- 
tude de  l'onde  qui  la  précède  est  plus  grande  ou  plus  petite  que  la 
sienne  propre.  Plus  généralement,  l'onde  prendra  successivement  les 
amplitudes  que  possèdent,  au  moment  actuel,  toutes  les  ondes  qui  la 
précèdent,  comme  elle  a  passé  déjà  par  les  amplitudes  des  ondes  qui 
la  suivent.  Si  l'on  néglige,  comme  nous  en  sommes  convenus,  la  dif- 
férence entre  les  seconds  membres  des  équations  (5)  et  (17),  on  pourra 

dire  que  l'onde  a  pris  naissance  au  temps  •^— ^ —y  et  prendra  fin  au 

g-F'(K„) 

temps  -j; — — .  fournissant  aiusi  dans  l'espace  une  carrière  limitée 

et  égale  à 


•|^F'(K„) 


S„ 

Nous  avons  aussi  y^{x,  t)  =z  y^[x  —  tF'{K„),  o].0n  a  vu,  dans  le  §111, 
que  la  longueur  d'onde  et  la  durée  de  la  vibration  dépendent  dey^{x,  t). 
En  raisonnant  comme  nous  venons  de  le  faire  pour  l'amplilude,  on 
voit  facilement  que,  si  la  longueur  d'onde  n'est  pas  exactement  la 
même  sur  toute  l'étendue  du  mouvement,  chaque  onde,  en  se  projia- 
gcant,  varie  de  longuein-  d'onde  et  de  durée  vibratoire,  en  suivant  la 
même  loi  que  pour  rani|)litude. 
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21.  Ainsi,  à  cette  première  approximation,  l'amplitude,  la  longueur 
des  ondes  et  les  particularités  qu'elles  peuvent  présenter,  tout  ce  qui, 
en  un  mot,  distingue  une  portion  du  mouvement  d'une  autre,  se  trans- 
porte sans  altération  avec  la  vitesse  F'(Ro),  et  forme,  en  quelque  sorte, 
un  cadre  mobile  que  viennent  remplir  successivement  les  ondes,  qui 
marchent  avec  une  vitesse  plus  grande.  Ce  mode  de  jiropagation  fort 
simple  sera  toujours  réalisé  quand  le  mouvement  lumineux  sera  suffi- 
samment voisin  de  l'homogénéité. 

22.  Deuxième  approximation.  —  On  tient  compte  du  terme  en 
(K.  —  Ko)*  dans  le  développement  de  S.  En  appelant  D3  la  plus  grande 
valeur  absolue  de  F'"(R)  entre  Ko  —  s  et  Kg  -h  s,  l'erreur  commise  est 
plus  petite,   en  valeur  absolue,  que 

La  première  des  équations  (16)  peut  s'écrire 

f^[x,  t)  =  r°""(?,(K)  cos|(K-  Ko)[ar  -  /F'(K„)]! 

-9o(K)sinl(K-Ko)[a--/F-(Ko)]!)cos^"^^°'^'^~^^"''^^K 

+  r'""'(3,(I^)sinj(K-K„)[^-fF'(K„)]l 

+  y , (K) cos i(K -  K 0) [37 -  ^ ^\^,)\ \\  sin  ^"'' ^^°-  ^\ ~  ^"^' ^ dK . 

En  développant  en  série  le  cosinus  et  le  sinus  en  dehors  des  crochets, 
et  formant  les  dérivées  successives  par  rapport  à  a;de/,  [x  —  /F'(Ro  ■,  o] 
et  de/2[x  —  t¥'{K„),  o],  cette  équation  s'écrit 

j  /  {^,t)  =/  [^-  /F'(K„),o]  -  -^  [^]V;'[a7  -  ^F'(K„i,  o] 

^'^^^  _.^/:[.r-/F'(K„),o] 


(28] 
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On  trouve  de  même 

\f,(x.l)=f,[x  -  (F'(K,).o]  ^  X.|^Oiiî}]y,"[^_  ,F(K,i,oj 

+  <^/;[-^-'nK.),o] 

La  dérivée  n'''™^  de /|(^,  t)  ou  de/j(a:,  t)  étant  plus  petite,  en  valeur 
absolue, que  ''  y  -,  d'après  les  inégalités  (7)  et  (i4).  ces  séries  sont 
convergentes,  quel  que  soit  t. 

23.  Nous  allons  examiner  en  particulier  le  cas  où  t  est  assez  petit 
pour  qu'on  puisse  négliger  les  puissances  supérieures  à  la  première. 
En  posant 

(29)  o  =  F(Ko)+F(Ko)— ^ ' 

on  a  sensiblement,  d'après  la  formule  (21),  pour  Z  =  o, 

i.  =  F'(K„)  -+-  (x  -  1^o)f"(K„)  =  F'(^); 

V  est  donc  la  valeur  de  la  vitesse  de  la  lumière c^m  correspond  à  la  lon- 
gueur d'onde  /,  existant  au  point  [x],  à  l'origine  du  temps.  En  d'autres 
termes,  c'est  la  vitesse  avec  laquelle  se  transporterait  sans  déformation 
la  courbe  des  intensités  lumineuses,  si,  le  mouvement  étant  sensible- 
ment homogène,  la  longueur  d'onde  était,  dans  tout  le  milieu,  ce 
qu'elle  est  au  point  considéré.  On  a  sensiblement 

[.f(^-<.^,o)]^=|.f[^-^F(Ko),o]i^-4.-F(Ko)]^^'-^^"~2^'^^°^^''- 

Mais,  d'après  les  relations  (27)  et  (28), 

-  «F"(Ro)l/.[^  -  ^F'(K„),  o]/,  [x  -  iF'(K„).  oj 

-/,[a;-^F'(R«),o]/;[^-^F'(K„).o!. 
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En  appelant  II  le  coefficient  de  -  i¥"{K,)  dans  cette  l'orimile,  on  a 
ideuliquement,  d'après  la  formule  (20), 

H  =  iJ[.-,F(K.).o]i-^[-^'"^-'°l 

"^       '  dx  dx 

et,  par  suite,  on  a  l'identité 

(3o)  [H^'t)Y  =  {n^-'')y{'-'rx 

2i.  D'où  résulte  la  construction  suivante.  Supposons  que  le  carré 
de  l'amplitude  [S{x,t)Y  soit  représenté,  à  l'origine  du  temps,  par  la 
courbe  ABCD.  Imaginons  que  l'ordonnée  BB'  se  transporte  avec  la 
vitesse  de  la  lumière  t'  qui  correspond  à  la  longueur  d'onde  existant. 


à  l'origine  du  temps,  au  point  B';  soit  B',  le  pied  de  cette  ordonnée  au 
temps  t;  prenons  sur  elle  une  longueur  B.B',  égale  à  BB'  X  (1  —  J\U), 
Métantla  valeur  de  ^  au  point  B,  à  l'origine  du  temps.  Le  point  B, 

ainsi  obtenu  est  un  point  de  la  courbe  qui  représente  le  carré  di- 
Tainplitude  au  temps  i.  Si  la  longueur  d'onde,  à  l'origine  du  temps, 
n'est  pas  exactement  la  même  sur  toute  l'étendue  du  mouvement,  la 
courbe  ABCD  se  transporte  donc  en  subissant  diverses  déformations, 
(jui  ne  dépendent  pas  de  la  forme  de  cette  courbe.  On  voit  aisément 
(pie  le  trapèze  très  petit  B,B',C',C,  a  même  surface  que  le  trapèze  cor- 
respondant BB'C'C,  et  qu'ainsi  l'aire  totale  comprise  entre  la  courbe 
et  l'axe  des.r,  c'est-à-dire 

r[3[x,t)Ydx, 
•^-  • 

reste  constante. 

Ainsi,  à  cette  seconde  approximation,  on  pourra  le  plus  souvent,  en 

Jourii.  de  Mith.  ('i'  Mr\e),  tome  VlU.  —  Octobre  1SS5.  l-^ 
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négligeant  des  perturbations  locales,  regarder  encore  l'amplitude 
roninie  se  transportant  avec  la  vitesse  de  la  lumière  qui  correspond  à  la 
longueur  d'onde  mo}  cnne  du  mouvement. 

I.a  courbe  A,B,C,D,  étant  tracée,  on  pourra  supposer  l'origine  du 
temps  transportée  à  l'instant  t,  et  recommencer  la  même  construction, 
en  tenant  compte  de  ce  que  la  longueur  d'onde  peut  n'être  pas  exacte- 
ment, au  point  Bj,  ce  cjuelle  était  au  point  B'. 

25.  On  a,  d'après  les  formules  ii-i)  et  (28), 

■/^{x,t)  =  ySoc-tY\K,),o] 

_^  fF"(Ko)  /,[u?-fF'(Ko),o]/;[.r-<F(IVo).oK/,[.^--<l''(Ko),o]/;[.i,--<F'(Ko).o] 
2  ;i[x  — /F'{K„),o]i2 

D'après  les  formules  (19)  et  (20),  le  coefficient  de — ^1  dans  le 

second  membre  de  cette  équation,  est  identiquement  égal  à 

t/^j"[a:— <F'(K(,),o] 

dx-  ^  (f//[.r  — <F'( Ko),  o] 

.T[x  — /F'(K„),o]  j  dx 

d'où,  en  désignant  le  premier  terme  de  cette  expression  par  R,  il  vient 
identiquement 

,0    \  d/{x,l)  _  d/{.r—  cQ         tF"(K„)dl\ 

^       '  dx  dx  -2         dx 

et  cette  formule  permettra  de  calculer  aisément  /et  5. 

§  V.  —  Calcul   nu:mi:riquk   dk   la  vitesse  de   la   r.usni^Ri;. 

26.  Désignons  par  \'  la  vitesse  de  la  lumière  pour  la  longiirin- 
d'onde  ).,  dans  un  premier  milieu.  Nous  avons 
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OU,  par  une  transformation  simple, 

Soit  maintenant  un  second  milieu;  appelons  V  et  X'  la  vitesse  de  la 
lumière  et  la  longueur  d'onde  qui  correspondent,  dans  ce  milieu,  à  la 
même  période  vibratoire  T,  et  n  son  indice  de  réfraction  par  rapport 
au  premier  milieu,  pour  l.i  même  période.  Nous  avons 

"(t) 

v'=  —    ■ 


et  aussi,  par  la  théorie  de  la  réfraction. 


d'où  il  vient 


Nous  avons  d'ailleurs 


dh 


<î 


^'    '  cl 


et,  par  suite,  la  relation  entre  V,  V  et  n  est  la  suivante  : 
(33j  ^  =  „_X^. 

Ainsi  Y  indice  relatif  de  deux  milieux  est  en  général  diffèrent  du  ra/)- 
porl  des  vitesses  de  la  lumière  dans  ces  milieux . 

27.  Supposons  maintenant  que  le  premier  milieu  soit  le  vide;  n  est 
Vindice  de  refraction  du  second  milieu,  X  et  V  sont  la  longueur  d'onde 
du  rayon  et  la  vitesse  de  la  limiière  dans  le  vide.  Si  le  second  milieu  est 
doué  d'une  faible  dispersion,  comme  l'eau,  on  a  approximativement  la 

relation  connue  V  -^  -  •  Dans  tous  les  milieux  transparents  autres  <|ue 
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le  vide,  -"  étant  négatif,  on  a  toujours  V'<  -■  Si  l'on  admet  que  !«■ 

vide  est  un  milieu  sans  dispersion,  comme  cela  est  probable,  Y  étant 

alors  é^al  à  f;^,  il  vient  V'<  ff-  Ainsi,  dans  tous  les  milieux  transparents 
»  T  1 

autres  que  le  vide,  la  vitesse  de  la  lumière  est  plus  petite  que  la  vitesse 

individuelle  des  ondes  lumineuses. 

On  sait  qu'on  a  avec  une  grande  approximation 

.  ^ ..       T.        G        D 

n  =  AX-  +  B  H-  yi  +  ^,  H ' 

A,  B,  C,  D,  .  .  . .  étant  des  constantes  déterminées  expérimentalement; 
d'où  il  vient,  d'après  la  formule  (3'i), 

V  ,,,       „       3C       5D 

_=_AX--+-B-+-y^  +  ^  +  ---> 

formule  qui  permet  de  calculer  aisément  Y'. 

Le  tableau  suivant  donne  les  valeurs  du  rapport —^^  de  la  vitesse  des 

ondes  a.  la  vitesse  de  la  lumière  dans  l'air,  l'eau  et  le  sulfure  de  carbone 
et  pour  les  deux  extrémités  et  le  milieu  du  spectre  visible  ('). 

Baies  Sulfure 

(le  Frauuliofer.                         Air.  Eau.  île  carbone. 

A  1 , 0000 I  I . 0090  1 , o33 

D 1 ,00001  I  ,oi3 '(  I  ,o6î 

n  I ,00002  I ,0263  I , 191 

On  voit  que,  dans  l'air  et  même  dans  l'eau,  ce  rapport  est  assez. 
\oisin  de  l'unité;  mais  dans  les  milieux  bien  dispersifs,  tels  que  le 
sulfure  de  carbone,  et  avec  les  rayons  les  ]>kis  réfraiigibles  du  spectre 
visible,  la  différence  est  a.ssez  notable;  elle  le  serait  bien  plus  encore  si 
l'on  considérait  les  rayons  ultra-violets. 

(')  i^i's  indices  de  rélVactioii  soiil  empniiilés  aux  Mémoires  doiU  le-  lihc- 
siiivenl  : 

Masc.viit.  Siii-  li(  itis/ic/sioii  (tes  f^az  {Comptes  rcmliis.  I.  LXXVIII). 

N'an  I)ER  \\'ii.i.Uii;.N,  Ar.v  indices  de  réfraclinn  du  siitj'itre  de  carbone  {\rciiisis 
'lu  Uiisre  Teylcr.  vid.  III); — Sur  lu  réfraction  de  l'ran  (mC'mc  vi-ciwW.  \'A.  I  ). 
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Sur  I  crj/iation  différentielle  a  laquelle  scitispiit  la  fvnefioii 
F(x,  j'5,  T',  a^)  de  Gauss; 

Par  31.  Émue  3IATH1EU. 


La  théorie  de  la  fonction  F  (a,  ,j,  y,  x)  de  Gauss  et  de  l'équation 
différentielle  du  second  ordre  à  laquelle  elle  satisfait  a  été  généralisée 
de  diverses  manières  par  plusieurs  géomètres.  Mais  comme,  dans  les 
applications  des  Mathématiques,  on  renconire  rarement  d'équations 
différentielles  d'ordre  supérienr  au  second,  la  fonction  F(a,|S,Y,  j- 
et  l'équation  du  second  ordre  à  laquelle  elle  satisfait  conservent  un 
intérêt  particulier.  J'examine  dans  cet  article  les  cas  dans  lesquels  la 
solution  générale  de  cette  écjuation  peut  s'exprimer  sous  forme  finie; 
j'obtiens  par  conséquent  aussi  les  cas  où  la  fonction  F(«,  |i,  -y,  x)  peut 
elle-même  s'exprimer  sous  forme  finie.  Quand  il  n'y  aura  qu'inie 
solution  particulière  susceptible  d'être  exprimée  ainsi,  je  donne  une 
formule  cpii  ramène  immédiatement  le  calcul  d'une  seconde  solution 
particulière  à  celui  de  l'intégrale  d'une  différentielle  binôme  non  inté- 
grable  exactement.  Enfin  je  recherche  quand  la  fonction  F(a,  l'i.y,  sin--j; 
est  périodique  par  rapport  à  ç  et  a  2~  pour  période. 

SCR     I.i:S     PROPRTIITÉS    GÉNiiRALES    DE     l'ÉQUATION     PROPOSÉE. 

1.   Nous  allons  rappeler   rapidement   les   propriétés  générales   de 
l'équation 
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En  posant  en  général 

T^/        o  \  =?  o((a -h  1)3(3-1-1)      „ 

^      '     '       ■'  i.v  i.-2-((~;  -i- 1) 

la  solution  générale  de  cette  équation  est 

■   CF(a,  fi,  7,  x)  -h  Cx'-'<F{u  -m  -  7,  fi  +  1  -  y,  2  -  7,  j;), 

C,  C  étant  deux  constantes  arbitraires.  Toutefois,  dans  le  cas  où  7  est 
égal  à  I ,  les  deux  solutions  particulières  qui  multiplient  C  et  C  sont 
identiques,  et  l'on  remplacera  la  seconde  solution  particulière  par  la 
limite  de 

.g'F(a-f-s,  3-f-£,  i-h:,  .r)—  F(a.  ^.  1  —  s,  .r) 

(juand  c  tend  vers  zéro,  ou  par 

^,       ,  ,,  dF        (IF  (/F 

F(a,  /5,  7,  .r) loger  +  _  +  —  +  2^, 

j)onr  7^1. 

T,a  transformée  en  r  =:  i  —  a/  de  léquation  differenliellc  est 

v(  I  -  v)  '^  -^  I  «  +  ,3  + 1  -  7  -  («  -+-  fi  H-  1  )y]  ^  -  afiP  =  o, 

qui  est  de  même  forme  et  dont  la  solution  générale  est 

t'.F.a.,3.fz  4-  jS  -M  —  7,  y)  -i-C'y'-''-f*F(7  — a, 7  — 1'5.7  — «  — /i-i-  i,v). 

C,  C  étant  deux  constantes  arbitraires.  D'a|)rès  cela,  la  fonction 
F  (a,  [3,  7,  x)  est  égale  à  cette  même  expression  dans  laquelle  C  et  C 
ont  des  valeurs  déterminées.  D'après  une  formule  donnée  par  Gauss, 
on  a 

(  +-      n(.-.)n(3-)      y      ?^F(7-.r,7-,i.y-«_fî-M,  v: 
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[Determinatio  seriei  nostrœ  per  œquationem  differenlialem  (Gauss 
Werke,  t.  III)],  le  signe  n(«)  étant  équivalent  au  signe  T{ri  -h  i  !  de 
Legendre. 

2.   Si  l'on  pose  x  =  ^,  P  =  s'P',  l'équation  (i)  devient 

:.(  j  ^  z)^  -  \(i  -  a  -  i  -  {y  -  2x  -  2)z]V'+  a(7  -  a  -  i  )P'=  o. 

dont  une  solution  est  F(x,  a  +  i  —  7,  x-hi  —  [i,  s).  On  a  donc,  ))our 
solutions  de  l'équation  primitive, 

x~^F(a:,  a  +  1-7,  5<  +  i-fi,  -)>     x'^F (fi,  fi  -+- 1  -  y,  (i  -^  i  -  c^^,  -  ). 


la  seconde  se  déduisant  de  la  première  par  analogie. 

Les  points  critiques  de  la  solution  générale  sont  donc  .r  =  o,  a?  =  1 
et  iT  =  00  ,  dont  le  premier  n'appartient  pas  à  la  fonction  F(a,  /3,  7,  x). 

La  série  qui  donne  F(a,  /3,  7,  x)  n'est  convergente  que  pour  des  va- 
leurs de  X  qui  ne  sont  pas  plus  grandes  que  i  ou  dont  le  module  n'est 
pas  plus  grand.  Pour  définir  la  fonction  r(a,  [i,  7,  x)  pour  des  valeurs 
de  X  plus  grandes  que  i ,  il  faut  imaginer  qu'elle  continue  à  satisfaire  à 
l'équation  différentielle  et  que  la  variable  décrive  un  demi'Cercle  in- 
finiment petit  autour  du  point  x  =:  ï. 

Ainsi,  pour  des  valeurs  de  x  plus  grandes  que  i,  on  a 

1  F(£z,  ,'5,7,x)  ='Mx-'^F(ry.,  a-t-i  —  7,  a  +  1  —  ,'5,  -|-.j 
(3)  )  ^ 

-f- W a^-PFfiS,  |3+ 1  -  7,  i^i  +  I  -  a, -^  ). 

M,  N  étant  des  constantes  à  déterminer.  Pour  simplifier,  écrivons  la 
formule  (2)  ainsi  : 

F(a,  /3,  7,  x)  =  A  F(«,  fi,  a  +  (3  -f-  i  -  7,7) 

+  Bj^  «  -PF(7  -  «,  7  -  fi,  7  +  r  -  a  -  fi,  y). 

Posons  V  =  re^' ,  on  i  =  \/—i    et  r  est  infiniment  petit,   el    faisons 


36o  É.     MATHIEU. 

t  Toitre  5  de  zéro  à  n,  la  fonmile  se  changera  en  la  suivante  : 

,  ,^  j  F(«,  /;,  y,  a;)  =  AF(a,  fi,  a  h-  fi  +  ,  -  y,  j) 

Dans  la  formule  (3)  remplaçons  les  fonctions  du  second  mcml)!!' 
|)ar  les  valeurs  suivantes,  qui  se  déduisent  de  (2)  : 

F  (  <z.  «  4-  I  —  y,  a  -h  i  —  fi,  - 

11(2— P)n{Y  — a— ^  — i)„/  ,  i\ 

_   1](3  — a)n(-;  — a—  ?  —  l) 


n(— a)ll(Y  — a  — 1 
Il([j  — 7)H(-.(  +  p  _  Y  —  l) /.r  — iVf-'-P 


F(i3,/5+,-y,«  +  /i  +  ,-y,i--) 

.U3-„n(P-,)-      V-;         F(.-^,y-a,y-a-/5+,,.-i 

Pour  que  la  valeur  de  a:  soit  la  même  dans  (3)  que  dans  (  /j),  faisons-} 
>r  —  I  =  r.  Les  substitutions  précédentes  étant  faites,  les  formules  (3) 
et  (4)  renfermeront  des  termes  qui  ne  dépendront  pas  de  r<~°-~^  et 
d'autres  qui  conliendront  ce  facteur.  Pour  identifier  les  formules  (3), 
(4),  il  suffit  d'identifier  ces  deux  sortes  de  termes  et  l'on  obtient 

ri(a-P)n(Y-a-p-l)  n(P-a)n(Y-a-^-f-.) 

"(-P)n(T-?-i)      ^         n(-«)ii(Y-.-.)      ' 

e'ï-a  -15)^<n  =,  M  n(a-P)D(a  +  p-Y-.)  n(  ^  -  «)  0  (g  +  ji  -  ^  -  ■) 

n(a-.)II(a-Y)  "^  lI(?-i)Il(!i-Y) 

Remplaçons  A,  B  par  leurs  valeurs  et  posons 

^  n(7-i)n([i-a-i)  _  n(Y-,)n(2-p-M 

ll(v_a-,)ii(j-i_.)"'  ii(.,-p-.)II(a-Y)'' 

//,  /élnnt  deux  nouvelles  inconnues;  ap|)li(]uoiis  ensuite  plusieurs  fois 
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la  formule 

n(-z)n(z  - 1)  =  -r^—^ 

et  nous  aurons 

Asin,'?;:  — /sin«7i  =  sin(|3  —  u)7i, 

Asin(7  -  a)7r  - /.Mn(7  - /3)7r  =  sin(/3  -  a)7r.e(^-"-P'''''. 
Les  deux  solutions  sont 

ainsi  M,  N  sont  complètement  déterminés. 

TABLEAU     DE    FORMULES    REPRÉSENTANT    DES    SOLUTIONS. 

5.  Kummer  a  donné  vingt-quatre  formes  de  solutions  qu'on  peut 
ranger  en  six  classes  de  quatre  fonctions,  les  quatre  fonctions  de 
chaque  classe  étant  des  solutions  équivalentes,  tandis  que  les  solu- 
tions appartenant  à  deux  classes  distinctes  sont  en  général  différentes. 
Jacobi  a  obtenu  très  rapidement  ces  formes  dans  son  Mémoire  sur  la 
série  hypergéométrique  (t.  III  de  ses  Mémoires). 

Les  solutions  de  la  première  classe  sont 

F(a,  p,  7,  a;), 

(  i  -  a;)Tf-<'-PF(7  -«,7-/3,7,  x). 

Classe  L...     j  (i  _  .r)-«  Fl^a,  7  -  ,'3,7, -^). 
_a;)-PF(p,7-a.7,;^). 

Pour  les  autres  classes,  il  suffit  de  marquer  une  des  formes  de  so- 
lution, parce  que  les  trois  autres  s'en  déduisent  en  changeant  la  fonc- 
tion F  qui  s'y  trouve,  comme  la  fonction  F(a,  [3,  7,  x)  est  changée  par 

Journ.  de  Math.  (.S»  série),  tome  VIU.  -  Novembre  18S2.  4^) 
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les  trois  formes  suivantes  de  la  première  classe.  On  a  ainsi 

Classe  II F(a,  j3,  a  -t-  |3  +  i  —  y,  i  —  x), 

Classe  ni JT  ='F(a,  a  +  i  —  7,  a  —  ^  +  i.  ^  )> 

Classe  lA^ a;~'^¥i(i,^-h  i  -  7,  ,3 -f- i  —  «, 

Classe  V a;'^^F(a  +  i  —  7,  j3  -4-  i  —  7,  2  —  7,  x). 

Classe  VI.......     (i  -a;)^-*-f*r(7  -  «,  7  -  ;3,  7  +  i  -  a  -  |6,  i  -a-\ 

DE    DIFFERENTS    CAS     OU     l' ÉQUATION     PEUT     s'iNTÉGBER     COMPLÈTEBIEINT 
sous    FORME    FINIE. 

4.  La  fonction  F(x,  |S,7,  x)  n'a  en  général  aucun  sens  si  7  est  un 
nombre  entier  négatif,  puisque  tous  les  termes  deviennent  infinis  a 
partir  d'un  certain  rang.  Il  y  aura  toutefois  exception  si  l'un  des 
nombres  a,  ^  est  lui-même  entier  négatif  et  que  sa  valeur  absolue  soit 
moindre  que  celle  de  7.  En  effet,  supposons  que  l'on  fasse  d'abord 

a  =  —  m-h  £,     y  =  —n-hri, 

m,  n  étant  deux  nombres  entiers  positifs  et  «  >■  m,  tandis  que  î,  yj  sont 
de  très  petites  quantités.  Faisons  tendre  s  et  ïj  vers  zéro  ;  la  limite  du 

rapport  -  restant  indéterminée,  l'expression  de  F(x,  ^,  7,  a;j  pourra 
être  considérée  à  la  limite  comme  la  solution  générale  de  l'équation  du 
second  ordre.  Mais,  si  l'on  suppose  que  la  limite  de  -  soit  nulle,  l'ex- 
pression de  F(x,  j3,7,  x)  se  changera  en  un  polynôme  entier,  comme 
si  7  était  un  nombre  quelconque,  et  ce  polynôme  sera  une  solution  par- 
ticulière. 

Nous  désignerons  ce  polynôme  par 

/[a,f-i,y,x); 

et,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  les  deux  luunbres  entiers  z,  7 
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satisfont  aux  inégalités 
On  a,  en  général, 

(i  — a;)ï-«-PF(7  — a,  7-  fi,  y,  a;)  =F(a,  ^,y,x); 
mais,  au  contraire,  les  deux  fonctions 

(G)  /(a,|3,7,^),  (,-^)ï-«-P/(7-«,7_|3,7,^) 

sont  ordinairement  distinctes,  jiuisque,  si  |3  n'est  pas  entier,  la  se- 
conde fonction  est  irrationnelle,  tandis  que  la  première  est  entière. 
Les  premier  et  troisième  éléments  de  y'(7  —  a,  7  —  ^,  7,  a?)  satisfont 
bien  aux  inégalités 

7Î7  —  a  =  o, 

qui  rentrent   dans   les  inégalités  précédentes  et  sont  deux  nombres 
entiers.  Enfin,  les  deux  fonctions  (a)  sont  solutions  de  l'équation  dif- 
férentielle, lorsque  y  et  a  satisfont  aux  conditions  ci-dessus. 
Supposons  a.  ^  y  ^  —  n,  n  étant  un  nombre  entier  positif; 

f{-n,(i,  -n,x) 

représentera  la  somme  des  n  -\-  1  premiers  termes  du  développement 
de  (i  —  x)~^,  en  sorte  que  n  n'entre  plus  dans  la  fonction  que  pour 
en  déterminer  le  nombre  des  termes. 

5.   On  peut  se  servir  de  ce  résultat  pour  intégrer  l'équation  sous 
forme  finie  dans  plusieurs  cas  que  nous  allons  indiquer. 

Premier  cas.  —  Supposons  a,  7  deux  nombres  entiers,  satisfaisant  a 
ces  inégalités 

{b)  a — 1^0,     7  —  a— 1^0. 

Dans  le  cas  général,  on  a  (n°  1  )  la  solution 

x*~fF{a.  -1-  I  —  7,  |5  -+-  I  —  7,  2  —  7,  a;); 
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mais,  dans  le  cas  actuel,  comme  le  premier  et  le  troisième  élément  sont 
des  nombres  entiers  qui  satisfont  aux  inégalités 

2  —  y  5  a -f- 1  —  7  =  0, 
nous  aurons  la  première  de  ces  deux  solutions  de  forme  finie, 

x''"'f{  a  +  I  —  7,  /3  +  I  —  y,  2  —  7,  x), 

(,_  xy-'^-^x'-f/i-u-hi,  -J3-M,  2-7,a;); 

la  seconde  se  déduisant  de  la  première,  d'après  ce  que  nous  avons  dit 
au  numéro  précédent. 

Ces  deux  solutions  sont  évidemment  distinctes,  si  |5  est  fraction- 
naire; supposons  ensuite  que  jS  soit  entier. 

1°  Si  p  est  négatif,  les  deux  solutions  seront  différentes;  car,  en  sup- 
primant le  facteur  commun  x'''',  elles  sont  respectivement  des  degrés 
a-(-i  —  7et(ix  —  i)-i-(7  —  «.  —  /3)  =  7  —  I  —  [3. 

1°  Si  p  est  positif  et  que  l'on  ait 

7-«-/3<o, 

la  première  solution  est  entière,  la  seconde  fractionnaire;  elles  sont 
donc  distinctes. 

3°  Si  /3  est  positif  et  que  l'on  ait 

7-a-/S>o, 

on  en  conclura  ces  deux  inégalités  semblables  aux  inégalités  (b) 

p-i>o,     7-/3-i>o, 

et  par  conséquent  les  deux  nombres  «  et  /3  satisfont  tout  à  fait  aux 
mêmes  conditions.  Il  est  aisé  de  voir  qu'alors  les  deux  solutions  trou- 
vées sont  identiques.  jMais  faisons  ^  =  /i  +  2,  n  étant  un  nombre  entier 
satisfaisant  aux  deux  inégalités  précédentes  et  e  une  très  petite  quan- 
tité ;  la  seconde  solution  sera  différente  de  la  première  et  l'on  pourra  la 


SDR     LA     FONCTION    f[(/.,  ^,y,  X)    DE    GAUSS.  365 

remplacer  par 

,l_Y  /(a  +  1  —  Y,  ^  H-  £  +  1  — -f.  2  —y,  a-)  — (l  — J7V-'-"-'/(— g  +  i,  — /i  — e-)-i,  2  — Y,  a,-) 


Pour  £  =  o,  cette  expression  se  présente  sous  la  forme-,  et  sa  vraie 
valeur  donne  une  seconde  solution 

-\-x'-'<{i  —  it;)^-^-Hog(i  —  x)/{—  a  -hï,  —  [i-h  i,2  —  '/,x]. 

Comme  a  et  j3  entrent  tout  à  fait  de  la  même  manière,  on  peut  rem- 
placer les  deux  dérivées  par  rapport  à  /3  par  des  dérivées  par  rapport 
à  ce. 

Deuxième  cas.  —  Supposons  encore  a,  7  entiers,  mais  satisfaisant  a 
ces  deux  inégalités 

(c)  a5o,     7  —  afo; 

on  aura  ces  deux  solutions 

/{«,^,y,x), 

(i--r)Tf— ?/(7-«,  7-p,7,a;), 

qui  seront  toujours  distinctes,  si  ^  n'est  pas  un  nombre  entier. 
Supposons  ensuite  que  /3  soit  entier. 
1°  Si  Ton  a 

7  -  «  -  /3  <  o, 

la  première  solution  est  entière,  l'autre  est  fractionnaire  ;  elles  sont 
donc  distinctes. 
2°  Si  l'on  a 

7-  a  -/3>o, 
on  en  conclura 

/3<7  —  a<o, 


3GÛ  É.     MATHIEU. 

ainsi  /3  sera  négatif.  Alors  distinguons  les  deux  hypothèses  y  —  jS  >  o 
et  y  —  p5o. 

Si  y  —  p  est  >  o,  comme  on  a  aussi  y  —  a^  o,  il  en  résultera  jS  •<  a  ; 
la  première  solution  sera  du  degré  —  a,  la  seconde  du  degré 

.        (a-y)  +  (y-a-^)  =  -/3; 

elles  sont  donc  distinctes. 

Dans  la  seconde  hypothèse  on  aura  les  inégalités 

(3<o,     y  — |3<o, 

entièrement  analogues  à  (c),  et  les  deux  nombres  a,  p  entrent  de  la 
même  manière.  Les  deux  solutions  sont  alors  identiques,  et  l'on  en  ob- 
tiendra une  nouvelle  comme  on  a  fait  dans  le  premier  cas. 

Troisième  cas.  —  Supposons  que  a,  j3  soient  deux  nombres  entiers 
de  signe  contraire,  et  qu'on  ait 

a—  I  ^o,     /3  =  o. 

Dans  le  cas  général,  on  a  la  solution  (n°  2) 

a^-PF(/3,   /3  +  i-y,  /3-a+r,  i); 

mais,  dans  le  cas  actuel,  le  premier  et  le  troisième  élément  sont  négatifs 
et  satisfont  à  ces  inégalités 

p-a  +  i</3<o; 

on  en  conclut  ces  deux  solutions 


-P/(i  -a,  y -a,  jS  -  a  +  i ,  ^), 
qui  sont  évidemment  distinctes  si  y  est  fractionnaire. 


a;«-ï(i  _xÏÏ-«-P 
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La  première  est  une  fonction  entière  qui  ne  renferme  en  facteur  au- 
cune puissance  de  x;  la  seconde,  au  contraire,  contiendra  le  fac- 
teur x'^^  ;  elles  sont  donc  distinctes  si  7  est  un  nombre  entier  différent 
de  I.  Si  7  est  égal  à  i,  les  deux  solutions  sont  identiques,  et  l'on  en 
obtiendra  une  nouvelle  en  opérant  comme  dans  les  deux  cas  précé- 
dents. 

Quatrième  cas.  -  Supposons  que  7  -  a,  7  -  ,3  soient  deux  nond^res 

entiers  et  qu'on  ait 

7  — «<o,     7  — (S  — i>o; 

ces  deux  inégalités  peuvent  s'écrire 

(3  —  a-Hi<|3  +  i  — 7^0, 

et  l'on  obtient  les  deux  mêmes  fornudes  que  dans  le  cas  précédent. 
Supposons  que  7  soit  entier.  Si  l'on  a 

7  —  a  —  |5  <  o, 

les  deux  solutions  sont  évidemment  distinctes. 

Si  l'on  a 

7-«-p>o, 

il  eu  résulte  [■:,  o.  Distinguons  deux  li\  pothèses,  suivant  que  a  —  i  «st 
positif  ou  négatif. 

Si  a  —  I  est  >  o,  nous  retomberons  sur  le  troisième  cas.  Si  l'on  a 

a  —  1  <  o,     d'où     7  —  I  <  a  —  I  <  o, 

les  deux  solutions  sont  identiques;  mais  on  revient  à  une  subdivision 
du  deuxième  cas,  à  moins  que  7  ne  soit  égal  à  i ,  et,  dans  cette  dernière 
supposition,  on  obtiendra  une  nouvelle  solution,  comme  on  a  tlejà 
dit. 

Cinquième  cas.  -  Supposons  que  se,  7-/3  soient  entiers  et  qu'on  ait 
a  — 1  =  0,     7  — ,3<o. 
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Dans  le  cas  général,  on  a  cette  solution  de  la  sixième  classe, 

(i -a;)^-^-PF(7-,'5,  7-a,  y-a-]3-M,   i-^); 

on  en  conclut,  clans  le  cas  actuel,  ces  deux  solutions 

(  r  —  a-y-^-^/iy  —  /3,  y  —  a,  y  —  a  —  ,"5  +  i ,    i  —x), 
{i  —  xy-''-?a;'-^/{i-ai,    i  -  j3,  y  -  a  -  fs  +  i ,    i-^), 

qui  sont  évidemment  distinctes  si  y  n'est  pas  un  nombre  entier.  Nous 
ne  nous  arrêterons  pas  ici,  ni  dans  le  cas  suivant,  à  l'hypothèse  où  les 
trois  nombres  a,  /3,  y  sont  entiers. 

SiTÏéme  cas.  —  Supposons  encore  que  a,  y  —  |3  soient  entiers,  mais 
qu'on  ait 

a5o,     y  —  /3  —  i>o. 

Dans  le  cas  général,  on  a  celte  solution  de  la  deuxième  classe 

a;-'  F  f  «,   a  -f-  I  —  y,  a  +  jS  -h  i  —  y,  '^— -'  | > 
et  l'on  en  conclut  ces  deux  solutions  distinctes 

x-'^fyx,  a-f-i— y,  a-f-jS  +  r— y,  ''^  ~  '  j , 

^~^/(p  -t- 1  -  7'  P'  «  +  l'i  +  I  -  y,  ^ 


DES    DIFFÉRENTS  CAS   OU    DEUX    DES    CINQ    NOMBRES    «,  p,  y,  y  —  (Z,  y  —  (3 
SONT    ENTIERS. 

fî.  Il  est  aisé  de  reconnaître  que  l'équation  du  second  ordre  peut 
être  intégrée  sous  forme  finie,  toutes  les  fois  que  deux  des  nombres  a, 
/3,  y,  y  —  «,  Y  —  |3  sont  entiers. 

Après  les  cas  déJH  examinés,  il  suffit  de  con.sidércr  les  se[)t  cas  in- 
diqués par  les  inégalités  .suivantes,  où  tous  les  premiers  membres  sont 
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supposés  entiers  : 

J"  x<o,  j'3<o; 

2"  K  <^  o,  Y  —  a  —  I  >  o ; 

3"  a<o,  7-f;<o; 

4"  a  -  i>o,  ,3-  i>o; 

5"  a  —  I  >  o,  '/  —  ,'5  —  I  >  o  : 

6"  7  -a<o,  y-,^  <o; 

les  signes  >  et  <]  n'excluant  pas  l'égalité. 

Remarquons  d'abord  que  si,  dans  l'expression  Y[a,  ft.  7, -r),  a  est 
seul  un  élément  entier  négatif,  les  six  solutions  suivai  tes  déduites  du 
11"  5,  et  qui  sont  de  forme  finie,  sont  identiques  : 

F(a,  /5,  7,  x), 

(i-^)-f(«,  7-,^5,  7,  ;^), 

x"-F(y.,  a -i- I  —  7,   î^ -t- ;^ -t- I  —  7,    ^— 

F(a,  /5,  a-!-/3+i— 7,   i— a-), 

a;"'' F  [a,   «  +  1  —  7.   (/.-hi—fi,    -j) 

(i-^)-F(a,  7-,5,  «-i-,'3.  Tzb- 

En  effet,  on  reconnaît  aisément  que  toutes  ces  fonctions  sont  entières, 
et,  comme  elles  ne  renferment  pas  une  partie  multipliée  par  x'~'',  elles 
sont  toutes  identiques  à  la  première. 

Si  jj  est  un  nombre  entier  négatif,  on  obtiendra  de  même  six  solu- 
tions de  forme  finie,  identiques  à  F(a,  p,  7,  x),  la  première  et  la  qua- 
trième du  groupe  précédent  se  retrouvant  dans  ce  second  groupe.  Si 
donc  a,  ,3  sont  deux  nombres  entiers  négatifs,  dix  des  vingt-quatre  fonc- 
tions du  n"  5  sont  de  forme  finie  et  elles  sont  équivalentes. 

On  voit,  d'après  cela,  facilement -que,  dans  les  sept  cas  cpie   nous 
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avons  à  examiner,  on  ne  pourra  déduire  du  Tableau  (  n°  3)  qu'une  so- 
lution de  forme  finie. 

Or,  connaissant  une  solution  P  de  l'équation 

on  en  a  une  seconde 

fa)  P  fcc-^i  -  ^)^-"^!^-'  ^.dx. 

Remarquons  que  l'expression 

où  (f[x)  est  une  fonction  rationnelle,  est  intégrable  comme  la  dif'ercn- 
tielle  binôme 

x''{i  —  xY  dx, 

si  h  ou  g  ou  h  -\-  g  est  un  nombre  entier.  Faisons  donc 

P  =  F(«,  ,S,  y,  a?) 

dans  l'expression  [a],  et  nous  obtenons  dans  les  trois  premiers  cas  l'in- 
légrale 

Fl  «,  /3,  7,  .r)  fx^ii  -  xY-"-^-'  ^j-r-^ r,dx, 

qui  peut  être  déterminée  sous  forme  finie. 

7.  Mais,  pour  plus  d'uniformité,  prenons  pour  P,  dans  chacun  des 
sept  cas,  une  expression  qui  renferme  une  fonction  F  dont  h's  deux 
premiers  éléments  sont  entiers  négatifs  : 

1°  P  =  F(a,  jS,  y,  x)', 

2°  P  =  .r^«  F(  a,   «  -(-  I  -  y,   a  -1-  I  -  jS,  ■^,  )  ; 

3''P==(i-^)-«f(«,  v-.S.   a+i-/3  ^) 

/|»  P  =  a;'-T(i  -  a;)ï-*-P  F(i  -  a,    i  ~  /3,   -i  -  y,  x)  ; 

5»  P  =  a;'-Tf(i  -  a;)Y-P  '  F^ i  -  a,  |3  +  i  -  y,  fî  +  i  -  '/,   ^); 

6"  P  =  (i-a;)T'"''-PF(y-«,  y-/3,  y,  .x-); 

7°  P  =  a;'-^F(a-f-i-y,   ,3  +  i  -  y,   2  -  y,  .rj. 
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En  substituant  P  clans  la  formule  a  ,  on  trouve  que  l'expression  est 
intégrable  dans  chacun  des  sept  cas.  De  j)lus,  on  reconnaîtra  facilement 
(jue  toutes  les  intégrales  qui  se  présentent  prennent  la  forme 


t.  f 


2_i-i  'i^ 


F(fl,  b,c,.cy-' 


ou  a,  b  sont  deux  nombres  entiers  négatifs,  ou  qu'elles  s'\  ramènent  p:ir 
ini  changement  de  la  variable,  qui  se  présente  de  soi-même.  On  aurait 
pu  aussi  ramener  le  premier  élément  de  la  fonction  F  à  être  entier  né- 
gatif et  le  troisième  à  être  entier  po.sitif. 

Réciproquement,  étant  parvenu  à  intégrer  l'équation  différentielle 
dans  les  cas  énumérés  au  n"  o,  on  en  peut  conclure  la  valeur  d  une  in 
tégrale.  En  effet,  supposons  que  y,  a  soient  deux  nombres  entiers  né- 
gatifs satisfoisant  aux  conditions 

7  <  '>:  <  o  ; 
on  a  les  deux  solutions 

/(«.  i^.V'^;-     (i -'t-;^  «-?/ y- ^-  V-/5-  7'  ^v:. 
et  l'on  en  conclut 

/a,  ji,  -Kx)  I  77 — ô- 

=  C(i  -  xyt-^-^fa  -  z,  7-/5,   y,  x]^  t:'/(a,  ^.  y.  X 

ou 

C  étant  une  constante  arbitraire  et  C  une  autre  c<jnstante  tpron 
obtiendra  en  différentiant  les  deux  membres  et  faisant  x^i.  Mais 
l'intégrale  ib),  où  a,  b  sont  deux  nombres  entiers  négatifs,  a  une 
valeur  plus  compliqiiée  renfermant  en  général  des  logarithmes  et 
des  arc  tang. 
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SUR     LA     DÉTERMINATION      DE     LA    VALEUR     D  UNE     INTEGRALE    INDEFINIE. 

8.   D'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  le  numéro  précédent,  nous 
avons  à  déterminer  la  valeur  de  l'intégrale 


quand  «,  f-i  sont  deux  nombres  entiers  négatifs  ou,  si  l'on  préfère, 
qnand  a  et  7  sont  deux  entiers,  le  premier  négatif,  le  second  positif. 
Mais  considérons  plus  généralement  cette  intégrale  quatid  a  seulement 
est  un  nombre  entier  négatif  —  n. 

La  quantité  soumise  au  signe  d'intégration  peut  alors  se  mettre  sous 
ime  forme  extrêmement  remarquable.  On  a,  en  effet. 


-hhx-^i—cc)^-* 


v")     F(— /,,  p,  Y,  x)"-   ~  ^L      F(— rt,  p,  Y,  «)      'J 
/(a?)  étant  un  polynôme  entier  du  degré  n—  \, 

A„  +  A,a;  +  ...-+-A„^,a^"-'; 

les  coefficients  Aj,  A,,  . . .,  A„_|  et  la  constante  B  sont  des  quantités  à 
déterminer. 

Voici  les  valeurs  de  ces  quantités  dans  les  deux  cas  les  plus  simples  : 

i"  Si  «  =  I ,  on  trouve 

a"*  Si  //  =  2,  on  a 

2(p-Y)(p-Y-i)    '         '         2(P-y)(P-t->)' 

2(P-y)(P-y-') 
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Dans  le  cas  général,  on  a 


B 


-,M  y  H-  I  )■  ■  .(y  +  »  —  I)  X  (  ^  -  1)  (a  —  2).  ■ .  I  3  -  , 
i.2...«(3-Y)(?-Y-i)...(3-Y-«--') 


Connaissant  B,  on  en  déduira  successivement  A„,  A,,  .  .  .,  A„_,. 

On  voit  que  B  sera  nul  pour  les  valeurs  de  /3  égales  à  i,  2,  . . .,  «. 
B  sera  infini  quand  jS  —  7  ain-a  les  valeurs  i,  2,  ...,«  —  i,  et  la  for- 
nude  (a)  ne  sera  plus  applicable  ;  mais,  dans  ce  cas,  posons  j'5  ^  y  4-  /", 
k  ayant  pour  valeur  un  des  nombres  o,  i,  2,  . . .,  n  —  f ,  et  emplovons 
la  formule 

F(-  n,  7  +  X-,  7,  x)  =  {i~  a:)«-*F(—  A;  7  -)-  n,  7,  x)  ; 

le  premier  membre  de  (a)  deviendra 

F(— Â-,  Y -H",  Tr  ■'■)'' 

et  l'on  pourra  appliquer  à  cette  expression  la  formule  (a),  en  chan- 
geant n,  ['j  en  k,  7  +  n. 

De  la  formule  [a],  on  conclut  qu'on  peut,  de  l'intégrale  proposée, 
extraire  une  partie  entièrement  algébrique, 

jr-.  +  Hi—x)-!^''->y{x) 
F( —  n,  jj,  Y,  •^■) 

et  qu'il  n'y  aura  plus  à  la  compléter  que  par  l'addition  de  1  intégrale 
d'une  différentielle  binôme, 

{b)  B  fx--^{\  —xy^"-^-'  dx, 

dont  on  pourra  avoir  la  valeur  exacte  si  7  ou  7  —  ;';  ou  [j  est  entier. 

9.  Mais,  pour  revenir  au  problème  du  n°  7,  il  suffit  de  considérer  le 
cas  où  /5  est  entier  négatif  ou  celui  où  7  est  entier  positif.  Supposons. 
par  exemple,  7  entier  positif.  Ou  pourra,  en  intégrant  par  parties  la 
différentielle  binôme,  diminuer  successivement  d'une  unité  les  i^raii- 
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(leurs  (les  t'xposaiits;  on  extraira  ainsi   de  1  intt'grale  (/'     ilifférentcs 
parties  algébriques,  et  il  ne  restera  plus  qu'une  iniégrale  de  la  forme 

(c)  C  I  .V  '{i  —  xj'^dx, 

('.étant  une  constante  Hp  un  nombre  ( ompris  entre  o  et  i . 

Quant  à  cette  dernière  intégrale,  il  est  aisé  de  voir  que  sa  valeur  est 
entièrement   transcendante.    En  effet,   supposant    f-j   conimensurable, 

posons  p  ^  —,  h  et  m  étant  deux  entiers  premiers  entre  eux  et  //  <^  ni; 

])iiis  laisons 

i  —  ce  =  z'"  ; 


UDiis  aurons  po-ur'  1  intégrale  [c] 

-Al 


Cm  /  ^ 


dz 


Décomposons  la  fraction  soumise  au  signe  d'intégration  en  fractions 
simjiles,  et  nous  obtiendrons,  en  désignant  par  M,  N,]M|,  TV,.  ...  des 
constantes. 


M,^  +  N, 


■i-y  ..,27:     '       / 

/ti    '  ru  y 


cos 


Or,  par  l'intégration,  le  premier  terme  donnera  un  logaritlimc,  et  les 
suivants  donneront  chacun  un  logari'lune  et  un  arc  tanjr. 


si  II     niiriCRENTES    EXPRESSIONS    DE    F'v.,    ,'5,   y,   .1-       AI      .MOYE.N 
nES    FONCTIONS   /. 

tO.  I,a  solution  de  l'équation  du  second  ordre  (pii  n  est  ni  nulle  ni 
inGnie  pour  .r  =  o  est  Ffa,  fi,  y,  x).  On  peut,  dans  [dusieurs  cas,  ex- 
primer cette  fonction  sous  forme  finie  au  movcn  des  formules  du 
n"  ;>. 
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Si  a  et  y  sont  deux  iioml)res  entiers  positifs  et  que  l'on  ait 

«  —  i^o,     y  —  «  —  I  ■  G, 

pour  obtenir  F(a,  ,'5,  7, -3?),  combinons  les  deux  solutions  trouvées  cl 
qui  sont  pour  x  =  o  infinies  de  l'ordre  y  —  c ,  de  manière  à  abaisser  rvl 
ordre  d'une  unité;  et.  comme  ou  devra  évidemment  obtenir  ainsi 

il  s'ensuit  que  l'ordre  de  la  fonction  résultante  s'abaissera  à  zéro,  et  Ton 
aura 

j  c  ''''^-'  1^'  V'  ^)=-r'-'</i«  -4-  I  -  7,  ,5  +  I  -  y,  2  -  y,  .r) 

(  -(l— jTj"»'  "P^'   ï/(— 5.+  1,  — |i-t-i,  2  — y.  .r  . 

C  étant  une  constante  que  je  déterminerai  plus  loin. 

Supposons  que  y  —  a,  y  —  /3  soient  deux  nombres  entiers  de  sigur 
contraire  et  qu'on  ait 

y  — /3  — 1^0,     y  — a<o; 

prenons  celle  des  deux  solutions  qui,  dans  ce  cas,  n'est  ili  nulle  ni 
infinie  pour  .r  =  o,  et,  en  désignant  par  C  une  constante,  nous  aurons 


(2)  pF'sf,  ,3,7,  a-)=a;''  V„i  -x-y  «  P// i  _  «,  y  _cf,  |3  -  a  +  i .  j.  )• 

Si  «  et  ^  —  y  sont  (\e\i\  entiers  positifs  et  qu'on  ait  ainsi 

a  —  1^  o,     7  —  ^  5o, 
on  obtiendra  de  même 

(3)  ^F(«,  ,3.  7,  .r  j  =  (i  -  ^)^-*-P/(7  -  /3,  Y  -a,  y-a*-  /3+  i.  i  -  .r). 

Il .   Nous  allons  ensuite  prendre  pour  x,  p,  y  trois  nombres  entiers 
|)ositifs. 
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Si  l'on  a  l'une  des  inégalités 

y  —  a.  —  I  >  o,     >, .'^  —  I  =  O' 

mais  l'une  d'elles  seulement,  la  fonction  F  7,  (i,  ■/,  et-)  sera  donnée  par 
la  formule  (i). 

Si  ces  deux  inégalités  sont  satisfaites  à  la  fois,  on  aura 

^  ¥{x,  ,S,  y,  x)  =  x'-^  ^/[x  +  I  -  y,  T^^  i  -  Y-  2  -  y,  .r) 


r,d 


x'-^l-œy—'f-rrJi-u-^i,  -,3  +  1,  2  -y, 


a; 


-\-x'-''{i  —  j:'f-='-Mog(i  —  ^)/i— a+i,  —  lî-Hi,  2-y,a-j 

En  effet,  le  second  membre  est  solution  de  l'équation  du  second 
ordre,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  ;  il  suffit  donc  de  vérifier  que. 
pour  a-  =  o,  il  n'est  jias  infini  de  l'ordre  y  —  i .  Or  la  réunion  du  premiei- 
et  du  second  terme  est  de  l'ordre  7  —  2,  comme  on  le  vérifie  facilement, 
et  le  troisième  terme  est  du  même  ordre. 

Enfin,  si  y  est  plus  petit  que  k  et  [j,  F(«,  [j,  7,  x)  sera  donnée  par  la 
formule    3). 

On  peut  aussi  remarquer  que,  si  les  trois  nombres  entiers  positifs  a. 
j^,  7  satisfont  aux  inégalités 

y  —  jj  —  I  ^  o,     y  —  (Z  J  o, 

on  peut  employer  les  formules  (2)  et  (3)  au  lieu  de  (i). 

Ainsi  la  fonction  F[a,  ^,y,x)  s'exprime  très  simplement  sous  forme 
finie,  toutes  les  fois  que  </.,  /5,  7  sont  trois  nombres  entiers. 


DETERMINATION    DES    CONSTANTES    LAISSEES    I  SDETERiM  I N  f.F.S 
DANS    LES    N"*   10    ET     II. 

12.   si  «,  7  sont  deux  nombres  entiers  positifs  satisfaisant  à  ces  con- 
ditions 


SUR    LA    FONCTION    F  («,  |3,  y,  a?)    DE    GAUSS.  ^77 

F(a,  [i,  •/,  x)  est  fourni  par  la  formule  (i)  du  n°  10.  D'autre  part,  on  a 

F(«.  p.  T.  ^r)  =  "(ï-On(Y-a-g-.)  p        3,  ^_  ^  p  ^  ,  _  ^) 

^       "^    '        '        n(Y  — a  —  i)II(y— fi  — i)     v    '  I  '  1  i'  y 

n(Y-i)n(a+p-Y-i) 
^        n(a-i)n(p-,) 

x(i-a^)Tf-»-PF(Y-a,  y-/3,  y  +  i  _  «  - /3,  i  -  a-). 

Il  est  évident  que,  si  x  est  très  voisin  de  i,  les  deux  termes  de  la 
seconde  formule  sont  égaux  respectivement  aux  deux  termes  de  la  pre- 
mière. On  a  donc 

,    ,    n(Y  — i)ri(Y  — a  — p— i)       ^  y.,  ,  , 

(*)       ^^i(._.)n(p-;)         =-C/(-a  +  i,  -fj  +  i,2-y,  I). 

Si  Y  —  a.  —  p  est  >o,  nous  nous  servirons  de  la  première  de  ces 
deux  formules,  pour  déterminer  C.  Cette  inégalité  étant  satisfaite,  on 
a,  par  la  formule  (4^)  du  Mémoire  [Disquisitiones  générales  circa  seriem 
in/inilam¥{a.,  ^,y,  x);  Gauss  Werke,  t.  III] 

et,   si  l'on    change  a,  /3,  y  en  a  +  i  —  y,  j3  -i-  i  —  y,  2  ~\j,    les   trois 
nouveaux  éléments  satisferont  à  la  condition 

(2-y)-(a  +  i  _y)_(p  +  i  -7)>f'. 
et  l'on  aura 

(c)      ?(«  +  I  —  7,  fi  +  1  —  7,  2  —  7,  I)  =  -î V  , r-*- -• 

Si  l'on  suppose  que  7  —  i  et  a  sont  des  entiers  positifs,  cette  ex- 
pression se  présente  sous  la  forme  ^  .  Mais  concevons  d'abord  que  ces 
deux  nombres  ne  soient  pas  entiers  et  que  leur  différence  -y  —  a  —  i 
le  soit  seulement;  nous  aurons 

n(- a)  =-«(-«-[). ...(-y-^2)n(-7-M). 
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Or,  en  supposant  ainsi  que  le  premier  élément  de  la  fonction  [c]  est 
entier  négatif  et  que  le  troisième  élément  tend  vers  un  nombre  entier 
négatif  plus  petit  que  le  premier,  le  signe  F  se  change  évidemment 
en/(n°  4)  et  l'on  obtient 

[d)  /(«  +  ,-  y,  /3  +  I  -  V,  2  -  V,  i)  =  ^_,)^_"_'~;'~l7+,)n(-3)' 
donc,  d'après  la  formule  [a),  on  a 


ou 


P  _  n(v-l)n(-3)a(a  +  l)...(Y-2)  ,  _     w^+, 

'^'-        n(Y-a-i)n(Y-p-i)        ^       > 

P  _  (Y-^)-..(T-2)(-f-l)  Xa(a  +  l)...(Y— 2)   ,  _     ,^^^^, 
(-3+i)...(T-?-2)(ï-?-i)  ^  ' 

Cette  dernière   formule  sera  encore  admissible  si  jS  est  un  nombre 
entier  satisfaisant  aux  conditions 

0_i>o.       y_.3_l<o, 

desquelles  il  résulte  que  le  dénominateur  ne  s'annule  pas. 
Si  '/  —  a  —  ,3  est  ■<  o,  les  trois  éléments  de 

/(-a  +  i,  -  (-S  +  1,  2-7,  i) 

satisfont  à  l'inégalité 

2  —  7  -  i  -  a  +  i)  —  (  -  |3  +  i)  >  o, 

et  l'on  pourrait  calculer  C  au  moyen  de  [b).  Or  on  passe  de  (n)  à  [b) 
en  changeant  a  en  7  —  a,  |3  en  7  —  /3  et  C  en  —  C. 

Faisons  donc  ce  changement  dans  la  formule  (e),  nous  aurons 

_(._  n(Y-i)n(p-Y)(T-^)(ï-''  +  0---(T-2)  ,  _   .,_, 
a(a  — i)n(p-  I)  V      'J     ' 

et  l'on  reconnaît  facilement  que  celte  forraide  est  identique  à  (e). 
Ainsi  la  constante  C  a  la  même  expression,  quel  que  soit  le  signe  de 
7 —  «  —  [3.  On  en  conclut  aussi  que  la  formule  [d]  subsistorn  quand 
cette  quantité  sera  négative. 
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Par  un  changement  de  notation,  on  obtient,  pour  la  fornuile  ( d), 

/(«,/3,7,  0= n(-^-.-H-i) 

quel  que  soit  le  signe  de  y  —  a  —  j3. 

15.  Nous  pouvons  écrire  ainsi  l'équation  (i) 


X  [/(«  +  r  —  7,  /3  +  I  —  7,  2  —  -j,  x) 


A  =  (  -  I  )v 


^a*-4   n(Y— l)a(aH-l)...(Y— 2) 
n(Y-a-.) 


On  peut  déduire  la  formule  (4)  de  celle-ci,  en  faisant  |3  =z  n -\- i, 
supposant  n  entier  et  faisant  tendre  e  vers  zéro;  alors  la  quantité  entre 
crochets  tendra  vers  zéro  et  l'on  aura 

n(-/3)  =  n(- rt-e)-     *~''^" 


l\(n  +  t—i) 


En   passant  à  la  limite,  on  obtiendra  pour  la  constante  C  de  la  for- 
mule (4) 

(-.  ^  / _    \Y-«-P-< n(Y  — i)ri(v-2) 

*-  '  n(a  — i)Il(;i  —  ijll(Y  — ï  — i)11(t— ?  — Il 

On   déterminera  facilement   la  constante  C  dans  les  formules  (2) 

et  ('3). 
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14.  Dans  les  applications,  la  variable  x,  dans  r(«,  p,  7,  x),  repré- 
sente souvent  le  carré  d'un  sinus.  Examinons  dans  quels  cas  la  fonc- 
tion E(a,  fj,  7,sin-^^)  possède,  par  rapport  à  çj,  la  période  27:. 
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Remarquons  d'abord  que,  si  l'on  prend  pour  «p  un  angle  compris 
entre  zéro  et  -,  puis  qu'on  change  le  signe  de  tp,  la  fonction  conser- 
vera sa  valeur  ;  ainsi  la  fonction  est  connue  pour  toutes  les  valeurs 
de  9  comprises  entre  —  -  et  -•  Faisons  ensuite  franchir  à  9  la  valeur  -■ 
Si  nous  posons 

n(Y-i)n(Y-a-^-i)  n(Y-i)D(a4-^-T-0 

n(Y_a  — i)n(Y  — p  — i)'     ^  n(a  — i)n(?  — I) 

nous  aurons 

F(«,  p,  7,  sin^o)  =AF(a,  /3,a  -i-p  +  i  —  7,  cos^'ç)) 

-4-B(coso)-<Tf-°'-P'F(7  — «,7— iS,7-M  — a— /3,cos=o). 

Pour  que  la  fonction  ait  la  période  2Z,  il  faut,  comme  on  le  voit 

aisément,  que,  pour  ç  =  -  —  o'  et  9  =  -J^  +  f',  la  fonction  ait  la  même 

valeur  ou  des  valeurs  égales  et  de  signe  contraire. 

Supposons  en  premier  lieu  que  la  fonction  obtienne  des  valeurs  égales 

et  de  signe  contraire  pour  y  =  -  —  9'  et  9  =  -  -t-  '/.  Le  premier  terme 

de  la  formule  précédente  est  égal  à 

AF(  «,  (3,  a  +  /3  -h  I  —  7,  sin^o') 

pour  CCS  deux  valeurs  de  9  et  doit,  par  conséquent,  s'annuler.  On 
aura  donc  A  =  o,  et,  en  se  reportant  à  la  valeur  de  A,  on  obtient 

11(7  — a  — i)  =  =o      ou     11(7  — ]S  —  i)  =  3c  , 
c'est-à-dire 

7  —  a  —  I  =  —  E     ou     7  —  |3  —  1  =  —  E, 

E  étant  un  nombre  entier  positif. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait  la  première  égalité 

7  —  a  =  —  E  -I-  I  ; 
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nous  aurons 

F(a,  p,  y,  sin-y) 

=  B(cosç/)'~"=(cos^)-=PF(7  — «,7  — ,'5,7-1-  I  —  a  — /5,cos^ç>). 

Pour  que   cette  quantité   change  simplement  de  signe   quand   cosç) 
change  de  signe,  il  faut  qu'on  ait 

il  en  résulte  que  l'on  a 

p,  q  étant  deux  nomhres  entiers  impairs  premiers  entre  eux. 

La  fonction  prend  réellement  q  valeurs  distinctes;  mais  la  valeur 
réelle  aura  27:  pour  période.  (Les  valeurs  imaginaires  peuvent  d'ail- 
leurs être  aussi  considérées  comme  périodiques.)  La  fonction  n'aura 
qu'une  valeur  qui  sera  réelle  si  l'on  a 

'         1 

Supposons  en  second  lieu  que  la  fonction  prenne  des  valeurs  égales 

et  de  même  signe  pour  œ  ^  ^  —  9'  et  9  =  -  -h  ip'.  Alors  la  période  se 

réduira  à  tt.  On  pourra  satisfaire  à  cette  condition  de  deux  manières 
Il  suffira,  en  effet,  de  faire  B=  o,  c'est-à-dire 

a  — 1= — E     ou     /3  — i  =  — E, 

E  étant  un  nombre  entier  positif. 

La  fonction  F  jouira  aussi  de  la  même  propriété  si  l'on  a 

(_l)2;Y-a~P)^I. 

il  en  résulte 

p,  q  étant  deux  nombres  entiers  premiers  entre  eux  et  q  impair.  La 
fonction  F  prendra  q  valeurs  distinctes  après   le  passage  par  ©  =  -> 
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mais  la  valeur  réelle  aura  la  période  tt.  Si  ^  =  i  ou  si  y  —  a  —  j6  est  un 
nombre  entier,  les  deux  termes  de  la  formule  qui  donne 

F  (a,  jS,  y,  sin-(p) 

deviennent  infinis;  toutefois  cette  formule  peut  être  transformée  pour 
ce  cas  particulier,  et  l'on  peut  reconnaître  facilement  que  cette  fonc- 
tion a  encore  la  période  n. 

15.  Pour  terminer,  remarquons  que  l'équation  différentielle  où  A. 
B,  C,  D,  E  sont  des  constantes  quelconques, 

■y^sin^ipcos-y  +  (  A  -!-  Bsin'*(p)sin^  cosip  j- 

-I-  (C  -l-D  sin-ç  +  Eàii/ç;):;  =  o, 
se  ramène  facilement  à  l'équation  de  la  série  hypergéométrique 

^i'-'')^^-^ly-(°'-^^^'^-^^  d7v  ~  "'■^^  ^  =  °- 

On  le  démontrera  facilement  en  faisant  dans  cette  dernière 

a;  =  sin'''(p,     P  =  ssin' 'jj  cos^^ç  ; 

on  obtiendra  une  équation  de  la  forme  de  la  première  équation  diffé- 
rentielle, et,  en  faisant  l'identification,  on  trouvera  que  X,  a  sont 
doiniés  par  ces  deux  équations  du  second  degré 

X--(A-i)).  +C  =  o, 

p.2  +  (A  +  B  +  i)^  +  C  +  D+E  =  o: 
puis  on  aiu'a 

/ia/5  =  (X-f-fJi)=  +  B(X  +  fJi.)  +  E,     a  +  ,3=  — X— /-/.-  ^' 
2-y  =  A— 2  7v4-l. 

On  reviendra  donc  bien  à  la  solution  de  l'équation  de  la  série  li\  per- 
géomélriqne. 
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Formules  approchées  relatives  à  l'érpdlibrc  d' une  portion 
de  chaîne  ou  de  corde  pesante,  comprise  entre  deux 
appuis,  et  très  tendue; 

Par    m.    h.    RESAL 


1.  Soient 

Ao,  A,  l'appui  inférieur  et  lappui  supérieur; 

a;,  la  distance  de  ces  appuis  ; 

i  l'inclinaison  sur  l'horizon  de  la  droite  A^A,  prise  pour  axe  des  x: 


.K^y  la  perpendiculaire  en  A,,  à  cette  droite  comprise  dans  le  plan  ver 

tical  de  A  „  A ,  ; 
p  le  poids  de  l'unité  de  longueur  de  la  chaîne; 
T  la  tension  en  un  point  quelconque  {x,y)  de  l'arc  A„A,; 
ds  l'élément  de  cet  arc. 
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Nous  distinguerons  respectivement  par  les  indices  o  et  i  les  quan- 
tités qui  se  rapportent  aux  points  Aq  et  A,.  Le  poids /j  ayant  pour 
composantes  —  ps'mi,  pcosi  suivant  Au^:,  Ajj,  nous  aurons,  d'après 
des  formules  connues, 


(i) 


; =  —  pCOSi. 

fis  ^ 


Nous  supposerons,  pour  des  motifs  que  nous  ferons  connaître  plus 

loin,  que  -j-  et  p,  qui  sont  du  même  ordre  de  grandeur,  sont  assez 

petits  pour  que  l'on  puisse  négliger  celles  de  leurs  puissances  qui  sont 
supérieures  à  la  seconde,  ce  qui  nous  conduit  à  prendre 

,    ,  fLr  I  dy^ 

^    '  ds  2  dx- 


A  ce  degré  d'approximation,  nous  pourrons  substituer  aux  équations  (i] 
les  suivantes  : 

T;77  =  To    -y?     +^/'sm^ 


r^dr  .        „ 

1  -^  =:  —  j:/?  COSi  -t-  C, 


ds        "Kds. 

dy 
ds 

en  désignant  par  C  une  constante  arbitraire.  On  en  déduit 
dy  — pcosi-\-C 


(4 


dx        „  fdx\  .     . 


Nous  allons  maintenant  avoir  recours  à  la  méthode  des  approxima- 
tions successives. 

*2.   Première  approximation .       En  négligeant  les  termes  du  second 
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ordre  et  supposant  par  suite  (-j-.)  =  '>  l'équation  f4^  nous  donne 
,  ,,  f/y  — pcoai-hC  pcosi  C  /  psini     \ 

<l  où,  en  exprimant  que  v  ^  o  pour  ce  ^o, 

„/)cos/         Cr/  psini     \ 

2  r,,  1  0    \  2  T(,  / 

]\Iais  on  doit  avoir  )■  =  o  pour  ,r  =  ,r,  ;  par  suite, 

w .         "  C  a-fp  cos  i  '  p  cos  / 

T|)  ^   /  />  sin  ;        \  2  T.,       ' 


et  l'éqnation    V)  se  réduit  à  la  suivante 

Il  est  clair,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  que  nous  avons  sup- 
posé implicitement,  dès  le  début,  que  la  chaîne  est  assez  tendue  et  que 

la  longueur  de  l'arc  Aq  A,  est  assez  restreinte  pour  que  le  rapport  '^~-, 

(}ui  est  sensiblement  celui  du  poids  de  cet  arc  à  sa  tension  en  Aj,  soit 
petit. 

.">.   Deuxième  approximation.  —  En  conservant  maintenant  les  termes 
du  second  ordre,  la  première  des  équations  (2)  donne  successivement 

d'où,  en  ayant  égard  à  la  valeur  (4')» 

(6)  T  =  TjU-'^--^^x[x,  —  x)\-\-xps\ni. 
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r,a  plus  grande  valeur  delà  tension  correspond  évidemnientà  a?  =  a:, , 
et  a  pour  expression 

(6')  T,  =  To -I- J-.yDsini. 

G 
Comme,  d'après  la  formule  (5),  ^  est  du  premier  ordre,  il  nous  est 

permis  de  supposer  (  —  ]  ^  i  dans  l'équation  (4)  qni  devient 


.c  ^n^ij^c 

'"■   \,*,'„ .......H  — -l 

dy          1 

—  jp  roi  i  -+-  C 

f/a-         T„ 

/)  sin  i 

l  0 

=  - 

p  cos/               „/;-..          .        C 
-S-; .V  -+-  X-  ^SnîJCOSI+  =r 

„pcoii  ,    p-     .     .         .        Cj?/  /?siii( 

Y=  —   ce-  '—^, h  X'  ~^,  SUl  l  COSi  +   -;j^     I  —         ,,,      X  ] . 

2l|,  3I5  lo\  2l.| 


En  exprimant  que  y  =  o  pour  x  =  x,,  on  trouve 


pcoii              „  /)-  sini  cos« 
C    2T0       '  '         3T5         pcosi,  /  I  psini      \ 

I  —  a; 


2Ï 

et  l'équation  (4'")  devient 


'^  p  rosï  fcZ' 


d.c  To       I    -^  ^    '         To 


On  voitfacilement  que  nousavons  substitué  à  l'are  de  chaînette  A|,A, 
un  arc  de  parabole  du  troisième  degré. 

Soient  £„  l'inclinaison  de  la  tangente  en  A„  sur  l'axe  Ox,  et  £,  l'angle 
aigu  formé  par  la  tangente  en  A,  avec  le  même  axe;  nous  a\ons 


tangso^ 


dj:\    px 


dfja  2T1,       \  6       To 


''    '  \dxji  2  1', 


0   p  sin  ( 

6  ~~'fr  ■ 
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Si  l'on  remarque  que  l'on  peut  écrire 


tang£„-  ^tang^j 


on  trouve 

(8) 

et  de  même 


[  p.r,  (  .     .        coS(\l 

l'-kl^'"'-^— )J' 


/    ^  D.r,cos?T  px.  [  ;.    .     .        cos/\| 

(9)  ^  =  ^i^.j=— |,-|^(5sm«  +  — )J, 

par  suite, 

(10)  ,^-,^  =  ^^^ — 

4.  Les  considérations  précédentes  s'appliquent  évidemment  au  cas 
d'une  chaîne  reposant  sur  deux  poulies  d'un  petit  diamètre  dont  les 
axes  horizontaux  seraient  projetés  en  Ao,  A,,  et  l'on  peut- ainsi  tenir 
compte  dans  la  théorie  de  la  grue  du  poids  de  la  partie  inclinée  de  la 
chauie. 

Le  point  Ao  peut  aussi  être  l'attache  de  la  chaîne  à  une  masse  rési- 
stante, comme  cela  a  lieu  dans  le  halage  des  bateaux  et  dans  les  ponts- 
levis. 

Si  les  formules  (8)  et  (9)  présentent  quelques  différences  avec  celles 
de  ADL  Peaucelier  et  Wagner,  résultant  de  considérations  géométri- 
ques, et  c[ue  nous  avons  reproduites  dans  notre  Traité  de  Mécanique 
générale  (  t.  VI),  cela  tient  à  la  régularité  avec  laquelle  nous  avons  con- 
duit les  approximations. 

La  théorie  cjue  nous  venons  d'exposer  n'offre  d'ailleurs  de  l'intérêt 
que  lorsque  la  tension  est  voisine  du  maximum  qu'elle  doit  atteindre 
et  qui  est  fixé  d'avance  ;   quand  on  emploie  le  fer,  on  a  à  peu  près 
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r,,    =  s =o,ooi33,  et,  en  supposant   même  .r,  =  3o'",   on  voit 

i,        6  X  xooo         '''il  I  ' 

que  -=-^  serait  de  l'ordre  jj^,  fraction  dont  on  peut,  dans  les  applications, 

négliger  le  carré,  et  a  fortiori  le  cube,  devant  l'unité. 
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Sur   une  formule   générale   des   intégrales  définies  ; 
Par  m.  a.  DAWIDOFF, 

.    Président  de  la  Société  matliématiqiie  et  professeur  à  l'Université  de  Moscou. 


J'ai  l'intention  d'indiquer  dans  cet  article  un  procédé  pouvant  a\oir 
un  assez  grand  nombre  d'applications.  Il  permet  de  rapprocher  entre 
elles  plusieurs  propositions  isolées  de  l'analyse  et  de  les  réunir  sous 
un  même  point  de  vue. 

l.SoientF(.r)  une  fonction  algébrique  quelconque  entière  de  degré/; 
etf[x)  une  autre  fonction  algébrique  entière  de  degré  moindre  que  /(. 
Supposons  que  les  «  racines  a,,  «j,  ...,  v„  de  l'équation 

F(^)  =  o 

soient  toutes  différentes  entre  elles  et  différentes  des  racines  de  l'équa- 
tion/(.r)  =  o. 

Décomposons  la  fraction  rationnelle 

en  fractions  simples 

F(^)        ZiV'i'^)  -r  — a' 

où  la  somme  >  s'étend  à  toutes  les  racines  a.  En  multi[)liaiit  les  deux 
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membres  de  cette  égalité  par  Ff-r),  nous  avons 


/w=SA^  1^ 


Désignons  par  '^{op)  une  fonction  quelconque,  dont  le  module  p  de 
discontinuité  soit  plus  grand  que  le  module  des  racines  a;  ç[x)  alori 
peut  être  développée  en  série  suivant  les  puissances  croissantes  de  .r, 
dans  les  limites  des  racines  de  l'équation  F  (a?)  ^  o. 

Soient/"(,r)  la  somme  des  n  premiers  termes  de  ce  développement  el  s^ 
le  reste,  qui  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment  : 

^[X)=f{x)  +£^. 

Si  dans  l'équation  précédente  on  remplacey(^)  par  œ(j;)  —  s^,  on  a 


Si,  n  augmentant  indéfiniment,  F(j:)  reste  finie,  le  reste  e  tendra  vers 
zéro  et  sera  de  même  ordre  de  grandeur  que  £^.  Cela  résulte  de  ce  que 
la  somme  des  termes 

F(.r) 
F'(a)(a'-a)' 

étendue  à  toutes  les  racines  de  l'équation  F(j?)  =  o,  est  égale  à  i ,  mais, 
étendue  seulement  à  (juelques-unes  d'entre  elles,  conserve  une  valeur 
finie. 

L'équation  (I)  fait  voir  que  la  somme 


1 


<?(«)   F(x) 
F'(a)  a;  —  a 


exprime  f^{x)  avec  la  précision  des  n  premiers  termes  de  son  develoj)- 
pement. 

Soient  a  c\  h  deux  (piantités  moindres  aussi  que  le  module  a;  multi- 
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plions  les  deux  membres  de  l'équation  (l)  par  dx  et  intégrons  entre  les 
limites  a  et  b;  nous  trouvons 

(II)  j^  '?(^)^''=ZteI  -^F^ir  +  ^" 

où  e,  est  une  quantité  tendant  vers  zéro  si  n  augmente  indéfiniment. 
L'équation  (llj  fait  aussi  voir  que  la  somme 

exprime  lintégrale 

avec  la   précision  de  /i  termes  de  développement  de  la  fonction  sous- 
intégrale. 

2.  En  désignant  par  :;  une  quantité  dont  le  module  soit  plus  grand 
que  le  plus  grand  des  modules  des  racines  a,  posons 

c(x)  = 

L'égalité;!;  devient  alors 


-Y  ■  F(x) 

^  F'(a)(j  —  a;  jc  —  a 


et  fait  voir  que  les  développements  suivant  les  puissances  croissantes 
de  X  et  les  puissances  décroissantes  de  z  de  la  fraction et  de  la 

somme 

Y  I  F(x) 

^F'(a)|.3  —  a)    j:  —  a 

coïncident  dans  les  premiers  n  termes. 

L'équation  (II),  en  supposant  que  les  limites  a  et  ft  soient  moindres 
que  z,  conduit  à  l'expression 

'  Fl.rW.r 


log  7    =  >    T- ^ •    /       
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qui  fait  voir  que,  tout  arbitraire  que  soit  la  fonction  F  .r  ,  le  développe- 
ment de  la  somme 

'  F (./■)'/./ 


yl  r     ¥(.r),/.r 

^-1  F'(a)(:;  -   a]  J^^        x  —  a. 


suivant  les  puissances  décroissantes  de  z,  coïncide  dans  ses  n  premiers 
termes,  c'est-à-dire  jusqu'à  —  >  avec  le  développement 

,       :  —  a 
log r 

^  z—  Ij 

suivant  les  puissances  décroissantes  de  z. 

I-es  égalités  (I)  et  (II),  par  suite  de  leur  dépendance  de  la  fonction 
arbitraire  F(j"),  peuvent  avoir  des  applications  très  variées. 

Faisant  un  choix  convenable  du  polvnôme  F(.x)  et  passant  à  la  limite 
n  =  te  ,  on  en  déduit  presque  tous  les  théorèmes  connus  sur  les  inté- 
grales définies.  Je  m'arrêterai  à  quelques-unes  de  ces  applications,  ba- 
sées sur  un  choix  particulier  de  la  fonction  F{x). 

5.  Soit  p  un  nombre,  compris  entre  j  et  la  plus  grande  des  limites  a 
et  b,  et  faisons 

F[x)  =  x"  —  p". 

Si  l'on  désigne  par  r,,r.,,  ....,  r„  les  n"^^™^^  racines  de  l'unité,  les  racines 
de  l'équation  ¥{x)  =  o  pourront  être  exprimées  par  oc  ^pr,  et  le  terme 
général  de  la  seconde  ])artie  de  l'égalité  (II)  sera  alors 

Wï^),l    ir=^- ;^{^Jr^J^  ^"^      ^  Pn^      Mpr)x      ...  +  [pr       \(it 
n         \j>r        ■i\prl         ^  \pr  I  n\prl  \„ 

Mais  pour  tout  .r  compris  entre  les  limites  a  et  b,  nous  avons 

pr        2  \pi:)         3  \prj  n  \prj  ^  \  /./•  '         ■^' 
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OÙ  Cj.  désigne  une  quantité  tendant  vers  zéro  si  n  augmente  indéfini- 
ment. De  là  on  a 


et  l'équation  (11)  conduit  à  l'expression  suivante 


pr  —  a 

7  +  Ci  -  e„   , 


où  e,  désigne  une  quantité,  tendant  vers  zéro  si  n  augmente  indéfini- 
ment. 

4.  Soit  p  un  nombre  moindre  que  le  module  de  discontinuité  de  la 
fonction  donnée  <a{x')  et  posons 

F(^)  =^x"  —  p". 

Désignons  par   r^   l'inie   des  racines  de  degré  n  de  l'unité  et  po- 
sons 

y/ —  I  =  /. 
Alors 


où  A-  désigne  un  des  nombres  entiers  depuis  o  à  «  —  i  ;  nous  aurons 
(équat.  I) 


En  faisant  a;  =  o,  on  a 


_Y  ?(/>a-)  ^-"  —  p" 


I        2Ani\ 


Faisant  enfin  ^-^  —  u  et  passant  à  la  limite  «  =  =c  ,  nous  remplaçons 

Juiirn.  de  Uath.{'i'  série),  tome  VllI.—  Novemuhe  1882.  -"-I 
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la  somme  depuis  o  à  n  —  i  par  une  intégrale  entre  les  limites  o  et  2r 

et  posons  —  :=  chi. 

Nous  obtenons  de  cette  manière  le  théorème  connu  de  Cauchy  sur 
les  intégrales  définies 

0(0)  =  ^  f    (f{pe'")du. 

5.  En  désignant  par  m  un  nombre  quelconque  et  par  n  un  nombre 
augmentant  indéfiniment,  posons 


Ffa;)=:lim„_  ^mx    \ 


Les  racines  de  l'équation  F(.r  )  ^  o,  au  nombre  de  a/i  -l-  i ,  sont  com- 
prises dans  l'expression  «A^^  —  )  si  l'on  donne  à  k  toutes  les   valeurs 

entières  depuis  — /î  jusqu'à  -\- n.  Remarquons  que  —  «;t  et  -h  «- 
représentent  les  limites  de  la  variabilité  possible  du  produit  mx,  de 
manière  que,  m  croissant  indéfiniment,  x  doit  être  compris  entre  les 

...  n-  n- 

Innites et  H 

ni  m 

Désignons  par/j  une  quantité  positive  moindre  que  — 


^  ht: 


nous  trouvons  (équat.  I] 


alx  —  p)=  —  y  — '-/ :  • 


Mais,  comme 

sin  ?n X  sin  \ni{x  ■ —  a;;.)  +  m  '^k\ 

cosin^/;  coswa/.- 

eu  posant  .r  =/>,  nous  trouvons 


smm[jc  —  U/i) 


'W=»iS 


fw==  ;r.  7.?\«'<-P 


sinni(p  — a/f) 
/'  —  '< 
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Passant  maintenant  à  la  limite  /n  =  oc  ,  posons  u^  — p  =^  u  el 
—  =  du.  L'expression  — ^"  devient  alors  une  quantité  positive  indétermi- 
née, de  sorte  que,  en  posant 

/;  -                            n-  , 
\-  p  ^=  a, n  z=  0, 

m         '  m         ' 

a  al  b  peuvent  être  considérées  comme  des  quantités  positives  tout  ;; 
fait  arbitraires. 

L'équation  précédente  se  réduit  donc  à  ce  qui  suit 

r      r'    '       ■         "f"  (  \ 

lui)  /     'y  u]?,mmu —  ^T.oio), 

à  la  condition  que  '^{x)  soit  développable  en  série  entre  les  limites  —  (/ 
et  h. 

En  désignant  par  rt,  et  &,  deux  quantités  positives,  nous  trouvons, 
par  suite  de  ce  qui  précède, 

lim  /     ©fulsin/WM — ^  o,     liin  /       '^(u)ûnmu — ^  o. 
Prenant 


nous  avons 


,.     r"  .        du        ,.     r  du 

lim  /    sinnzM —  =  2iim  /    s\nmu  — 


lim  f 


du 

sxnmu  —  =: 


Désignant  ensuite  par  s  une  quantité  positive  décroissant  indéfiniment, 
nous  trouvons 

,.        /■"     ,          .            du         ,.        f'^              ■            du         ,•        /""  ,     .  i/i< 

lun  I    c(Misui77îH —  =  lim  /     c  Ht  smmii h  lim  /     c;  a  s\n mu  — 

J     ■  ^  "  J      '  "  .'„    •  " 
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Mais,  comme 

hm  /     o\u]sinmu  —  =  o 

J,     '  '    '  " 

et 

r '     ,    ,    .  du  ,    M .       r'-    ■  du         -     ,    . 

hm  /     olu)sinmu —  =(;  olhm  /     smmu —  = -ç;  o  , 


nous  avons 


6.  Soit 


lim  /    o'u)s'utmu —  = -(j)(o) 


et  désignons  les  racines  de  l'équation  F(j;)  =  o  par  a^-i^  A-,  en  étendant 
/•  (le  —  nk  -+-  n. 

Nous  avons,  par  l'équation  l, 


(-)=S 


ç(  a)sinx 
cos  ot(.c  —  y.) 


Soit  h   une  quantité  positive  quelconque  et  m  un  nombre   impair 
croissant  intléfuiiment.  En  multipliant  les  deux  membres  de  l'équatiou 

nrécédente  par  ^'""''^  dx,  intégrons  entre  les  limites  o  et  h.  Nous  trou- 

1  '  sina;  ° 

vons 

{x)  ûnmx  dx  V'  ç(a)    /"    sinnr.T 


f'  ç(j;)  iinmxdx  V'  ç(a)    /" 
sin.r             ~ZjCosaJ„ 


dx. 

X  —  a 


Mais,  m  étant  impair, 

=  — ! — !^ ^  =  suim(,r  —  a) =  ?,\nm(x  —  «): 


|)ar  conséquent. 


(x')û\\mxdx        y     V^     ,    ,   r'sin/»(.r  —  a) 


hm  / —. =  lun  >  9(a   / 

=  lim^9(a)^£ 


X  —  a 
A- 


(ix 


du 
smmu  — 
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En  remarquant  que  l'intégrale 


lim  /         siu 


du 
mu  — 


L'st  égale  à  -  quand  •/.  =  o,  égale  à  -  lorsque  y.  <  h  et  se  réduit  à  zéid 

quand  a  >  A,   désignons  par  jd-  le  plus  grand  multiple  de  t.  qui  est 
moindre  que  h. 

L'équation  précédente  nous  conduit  alors  au  théorème  connu 

lim  /     y(a;)'''""''^'  dx  =  ^  ['{-(o)  H-  29 (x)  +  29(277)  +...-}-  -l'ulp-] 

ayant  lieu  pour  toute  fonction  ç(r),  développable  en  série  entre  les 
limites  o  et  h. 

7.   Faisons  dans  l'équation  (I) 

¥[x)  =  cosnx. 

Désignant  les  racines  de  l'équation  cosna;  =  o  par  y.  ^=  i^-ï—  -  et 

comprenant  par  k  tout  nombre  entier  depuis  —  00  jusqu'à  +  x  ,  nous 
trouvons 

)(a)     co<;/?.r 


^     '  Il  ^^  siii  II  1    JC  —  a 


Mais,  remarquant  que 

cos/i.r         cosr«(jc  —  a)-|-/ia1  .         ,  , 

—. =  — : =  —  SI  n  «  (  a?  —  y. 

i\\\li%  sin«a  ^  ' 

et  que 


%\nn{x  —  a)  I 


/       cosH(a^  —  a)  du, 


passons  à  la  limite /j  =  30  ,  en  faisant  r/z  =  -  et   désignant  par   a    une 
f[uantité  arbitraire  positive;  nous  trouvons 

ç(it;)  =  —   /       ':j[%)dx  I       co<iu[x  —  x)  du, 
à  la  condition  que  x  soit  compris  entre  —  a  et  H-  a. 
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Pour  a  =  x>  on  trouve  le  théorème  connu  de  Fouricr 

o{x)  =  ~    I       o[y.)dx  I        cosu\X  —  x)  du. 

8.   En  Jésignant  par  n  un  nombre  impair,  posons 

F{œ)  =  x"—i. 
Les  racines  du  polvnôme  F{x)  seront 


si  l'on  désigne  par  k  tous  les  nombres  entiers  depuis  —  jusqu  à 

— ^ Soit  ^{x)  une  fonction  donnée,  développable  en  série  entre  les 

limites  q  —  i  et  y  +  i,  on  a  alors  (équat.  I) 


/  \       i  \^  o\(7  -i-  e  "    ! 


a-  —  c   " 


Désignant  par  p  un   nombre  moindre  que    i  et  faisant  x  ^=  p  cl 

2/.-  .  ,    ,•     . 

^=^  u,  passant  a  la  limite  n  ^  ac  ,  nous  trouvons,  en  remarquant  que 


— "  =  du. 


i-^: 


>«/'+?)  =  ^/.'^ 


'^{q  -i-e"')du 


■Pe-'" 


=  ±  r  [■î(i±^  +  ^^^-^'-p]du. 

Sous  les  mêmes  conditions  on  trouve  (équat.  I) 


a  ( X  -)-  y  )  ^  I  V'  ?\7+  e  "   J  .r" — i 

i—pji-    ~  n  2j1  lili\ 

yi  — pe  "   )  < 


2k-r.i 


.r  —  e    " 
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Faisant  .r  =  o,  ^^'  =  a  et  passant  à  la  limite,  on  a 


;b) 


'^^'        a'^Jo      L    i-y^C"  i-pe   '"   J 


Les  équations  (A)  et  (B)  constituent  le  théorème  connu  de  l'oissoii  sur 
les  intégrales  définies  (').  Elles  ont  lieu  pour  p  <  i  et  à  la  condition 
que  la  fonction  o{x)  soit  développable  eu  série  entre  les  limites  q  -  r 
et  (jr+  I . 

9.  Soit  n  un  nombre  impair,  et  faisons 

F(^)  =  j;"+i. 
Les  racines  de  l'équation  ^{x)  =  o  seront 

a  =  —  e  "    =—6-"/.-' 

-  /-                                              •              1                  1        ■          (  "  —  '  ^ 
où  a,  =  —  et  k  est  un  nombre  entier  quelconque  depuis — 

j^squ  cà  ^^— ^-  Appliquons  l'équation  (Ij  à  l'intégrale 

r  ic"'-'çp[M(i  —ce)]  dx, 

où  m  désigne  une  quantité  réelle  quelconque. 

Soit  m=p-h  r,  où  p  est  le  plus  grand  des  nombres  entiers  coni}M-is 
dans  m, et  rune  quantité  positive  moindre  que  i .  L'équation  ^  I  )  conduit 
à  l'égalité  suivante  : 


X  ■+-  e-"*' 
Multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  .i' .   nous  trou- 


(')  Bertrand,  Calcul  inlégral.  p.  169. 
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VOUS 


Passant  à  la  limite  n  =^zo  ,  posons  «a  =  c  et  -  =  c?i',    nous    avons, 
pour  X  <^  I , 

Mais,  remarquant  que  pour  x  <  i  l'intégrale 

se  réduit  à  zéro,  parce  que  la  fonction  sous-intégrale  peut  être  dévelop- 
pée en  série  suivant  les  puissances  croissantes  de  e'-'',  remjilaçons 
l'équation  précédente  par 

En  multipliant  ensuite  par  dx,  nous  intégrons  entre  les  limites o  ei  i . 
l\eniarquons  que  x,  étant  remplacé  par  -,  donne 

r^  ,r-f->-"^.r  _     r'     .v'dx 
J        i -i- a:  c'-^'         J       x-i-e'-'''' 

par  conséquent, 

4-  J  , 

f  X'"-'  9 [« (  I  -  x)]  dx  =  -  ^^  f   'e-/"'9  [u{i-^ e-")]  dv  f 


.r''dx 


Enfin,  remplaçant  dans  le  second  membre  de  cette  équation  .r  par 
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.re^"  et  remarquant  que 


f    - 


X''  dx 


■X        sin(r-^i)T         sin(»i — jj -^-i)-  sinm- cos/y- 

et  que 

I  +  g-"'  =  acost'e'', 

nous  trouvons  l'équation  suivante 

f  x"'-'^[u{i—x)]da:  =  -^^  f    9(2«cosve"')e^"""c?c, 

~  2 

connue  sous  le  nom  àe  formule  de  Kummer  (  '  ). 

Quand  m  est  nombre  entier,  le  second  membre  se  réduit  à^.  Mais, 
en  prenant  le  rapport  des  dérivées  du  numérateur  et  du  dénominateur 
suivant  m,  nous  trouvons,  pour  m  entier. 


/    x'^~*(fi[u[i  —  Xj\dx^= -l    (f['2.ucosve'")e^'"'''v 


dv. 


Ce  résultatpeut  d'ailleurs  être  obtenu  directement  de  l'équation  (Il 
pour  m  entier 

Ç  a;'""'ç[a(i  —  x)]dx 


X  +  e'"' 


En  remarquant  que  l'intégrale 

dv 


f  9[«(i  +  e^''')]e» 


(')  Bertrand,  Calcul  intégral,  p.  175. 

Jonrn.  de  Math.  (3'  série),  tome  VIII.  —  Décembre  1883.  5l 
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se  réduit  à  zéro,  parce  que  la  fonction  sous-intégrale  peut  être  déve- 
loppée en  série  suivant  les  puissances  croissantes  de  e"'',  représentons 
l'égalité  précédente  par 


f  .r"'-'f[u{i  -x)]dx 

= ;; /     e- "  ' f['2.u co?,ve   )v av . 


dx 


Les  résultats  obtenus  ci-dessus  découvrent  un  rapport  intime  entre 
les  formules  de  Cauchv,  de  Poisson  et  de  Kummer  et  leur  dépendance 
des  racines  de  l'unité 

10.  Les  équations  (1)  et  (II)  conduisent  de  même  aux  formules 
connues  du  calcul  approché  des  intégrales  définies. 

Supposons  que  les  limites  de  l'intégration  a  et  6  soient,  par  l'intro- 
duction d'une  nouvelle  variable  y, 

h  +  a         h  —  a 

■^  =  — :-, 1 ^•^'' 

réduites  à  —  i  et  -i-  i ,  et  appliquons  l'équation  (II)  à  la  fonction  de 
Legendre 

(l)(a;)  =  N<(x*-  i)", 

à  la  condition  que  4'(i)=  i.  Comme  4'(^)  "^  contient  que  les  degrés 
pairs  ou  impairs  de  x,  suivant  que  n  est  pair  ou  impair,  <1'(~  ')  ^^^'^ 
égale  à  -t-  I  ou  —  i . 

Notons  que  4' (•^)  se  distingue  par  deux  propriétés  principales  :  i"  que 
toutes  les  n  racines  de  l'équation  ^^[x)  =  o  sont  réelles,  différentes  entre 
elles  et  comprises  entre  —  i  et  H-  i  ;  2"  (jue  pour  toute  fonction  algé- 
brique entière/,  (x)  de  degré  moindre  que  n. 


1       ^>{x)/,[x)dx  =  o. 
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Désignons  par /(a;)  un  polynôme  de  degré  «,  dont  toutes  les  racines 
seraient  différentes  entre  elles,  différentes  des  racines  du  polynôme 
'\>{x)  et  comprises  aussi  entre  —  i  et  +  i .  Soient  a,,  a,,  ...,«„  les  racines 
de  l'équation  (J>(a;)  =  o  et  |3,, /S,,  ...,  fi„  les  racines  de  l'éqnation 
f[x)  =  o,  et  prenons  dans  l'équation  (II),  pour  F(r),  lo  polynôme 
^{x)./[x)  de  degré  2n  : 

F(^)  =  <l,(.r)./(x). 

Cette  équation  s'exprimera  alors  par 


V        ?(^)  r"'/(.r)(|)(.r)f/.r 


(;omme/(.r)  se  divise  par  ar  —  ^  et  que  le  quotient  obtenu  est  un 
polynôme  de  degré  n  —  i ,  alors 

par  conséquent,  la  partie   de  l'équation  précédente,   dépendant  des 
racines  |5,  s'évanouit. 

Quant  à  la  seconde  partie,  supposons  qu'en  divisanty(.r)  par  x  —  y, 
on  obtienne  au  quotient  le  polynôme  y,  (a?)  de  degré  n  —  i  : 

Par  suite, 
et  l'équation  précédente  devient 
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Elle  ne  dépend  ni  des  racines  ^3,  ni  du  polynôme /et  prouve  que 
l'inlégrale 

correspondant  à  2  n  termes  de  développement  de  la  fonction  sous-mté- 
grale,  s'exprime  par  la  somme  seulement  de  n  termes. 
L'intégrale 

J_,      -^  — =" 

peut  élre  calculée  de  la  manière  suivante. 
Remarquons  que 

^ h 


En  multipliant  les  deux  parties  de  cette  égalité  par  1^^^"  dx  et 
tégrant  entre  les  limites  —  i  et  +  i ,  nous  trouvons  ' 


J_,        x—^i     ^J-x      4''^='')^'^  — ='')'         -'-1      flj'(=':)('^'  —  ='i)  (*■  —  =' 

J^,      4.'(a„)(a-.-a,)(. 


:) 


Mais,  comprenant  par  ^-  et  /des  nombres  différents  entre  eux,  on  a 
généralement 


=0, 

.r  —  a, 


(b  (  a;  )         (jj  (  ,7-  )    ,  ,  ,       ,  ,      , 

-^ et  -2-^ —  étant  touiours  des  noivnomes  de  degré  n  —  \ . 

Pa»  suite,   la  seconde  partie  de  l'équation  précédente   ne  conser- 
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vera  que  le  terme  dont  la  fonction  sous-intégrale  aura  pour  diviseur 

J_ ,     ^  —  «1        4^ V-<i  )  J_ ,      ("t'  —  '-^iY 
En  intégrant  par  parties,  on  trouve 

Mais,  en  divisant  ^'{x)  par  a;  —  «,  on  obtient  pour  quotient  un  poly- 
nôme de  degré  n  —  2  et  pour  reste  (I>'(ai).  La  partie  de  l'intégrale  dé- 
pendante du  quotient  devient  zéro,  et  de  là 

r*^  ^(T)dx  _  2  r'*'' ^{j:)djr 


l 


(I  — a^)(})'(ï,)    '     -'J_^        x  —  a, 

'    (})  (  .r  )  f/.r  2 

j,-  — ïi      ~  (1  —  a;)(J)'(a,) 


Par  conséquent  l'équation  obtenue  ci-dessus  et  servant  à  détermmer 
'intégrale  prend  la  forme  suivante 


f_^    9(^)^-^  =  2^(7: 


(p(x) 


-a'-)[4,'(a)]^ 

ou,  posant 

r>  =  A„ 


(i-a|)[4,'(«,)]^ 

on  a 

/       (p{x)dx=  A.,(p(x,)-f-  Ao9(a2)  -f-...-(-A„9(îc„  ,. 

Les  coefficients  A,,  A2,    ..,  A„  ont  été  déterminés  par  Gauss(')  pour 
différentes  valeurs  de  n. 

(')  Metliodus  nova...  {Comment.  Soc.  Goclting..  i8i5). 
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Si  les  limites  de  l'intégrale  sont  o  et  i,  on  peut  se  servir  du  poly- 
nôme 

<^ix)=:d'y[x"{x-l)"] 

comme  ayant  des  propriétés  analogues  au  polynôme  d".{x-—  i)",  à  la 
seule  différence  près  que  ses  racines  seront  comprises  entre  o  et  i . 
L'équation  (II)  donne  alors 


jr;,.)..=SI^,X 


Nous  avons  ensuite,  comme  dans  le  cas  précédent, 

/"-'  t{>(.^-)r/.r  _       I         r  '  [(}}(.r)]-V,r 

et,  intégrant  par  parties, 

jjar  conséquent 

I  .r  —  a  I  '  /  -  >  1 


(})'(a) 

Si  ion  pose 


*[iM:^  LJIlJ:! 


A,. 


on  a,  pour  calculer  l'intégrale,  l'expression  suivante 

I    ç(j;-)rfic  =  A,y(a,)+ A.ç(«,)-l-...  +  A„^(a„). 

On  trouve   les  coefficients   A,,   A,,   ....  A„   pour  les   six  premières 
valeurs  de  n  dans  le  Calcul  intégral  de  M.  Bertrand,  page  '^'i'S. 
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It.  Appliquons  l'équation  (I)  à  la  détermination  de  l'intégrale 


a{.v)  dx 

i-,    ■ 

en  prenant 


-^ — — ~-^ X    *(i  —  j?-  )-...=  cos  «arccosa"). 

1.2.3.4 

En  supposant  (p(.r)  développableen  série  entre  les  limites  —  i  et  +  i , 
nous  comprendrons  sous  ç'(^)  la  somme  des  premiers  in  termes  du 
développement  de  cette  fonction.  Divisant  dans  cette  supposition  (^[x) 
par  F(j:),  soient  y,  (ir)  le  quotient  et  y(;r)  le  reste  qui  sera  un  poly- 
nôme de  degré  n  —  i 

o{x)  =  l{x)Y[x)+f{x). 


En  divisant  par  y'i  —  ^"  et  intégrant  entre  les  limites  —  i  et  +  i» 
nous  trouvons 

r^'  •f{.T)d.r  ^    r-^'  Mco).'Fia;)d.r  ^     r^\f(^dx^ 
J_,      V''  — -^^        J_,  \/j  —  -r^  J_,      \/i  —  .r' 

Posons,   dans  le  premier  ternie  du  second  membre  de  cette  équa- 
tion, 

X  =  cos  u; 
nous  aurons 

/        — — ; — : =  /    /,  (coswje()s////a«. 

./_,         v/i-^-  -'0 

Le  second  membre  de  cette  égalité  se  compose  des  termes  du  lype 
A  /     cos'' u  cos  nu  du. 
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a  la  condition  que  k<^n.  Mais,  en  remarquant  que 

cos^M  cos«u  =  —    coi[n  -f-  k)u  -t-  ^•cos(n  -\-  k  —  i)u 

-\ — ^^ -co^{n  -{-  k  —  4)"  +  -  •  •  +  cos(«  —  k)u    , 

•nous  trouvons,  pour^-  <  n, 

/      C0S*MC0S^Mûftt  =  0  ; 

par  conséquent 

/•'^'  '»(.r)dx  _     r'*'\f{.x)dx 
J -,      \Ji  —  x-        J_j      \j'i  —  x' 

et  de  cette  manière  l'intégrale,  dont  la  fonction  sous-intégrale  consis- 
terait dans  la  somme  àe  in  termes,  se  réduit  à  une  intégrale,  dont  la 
fonction  sous-intégrale  contient  n  termes  seulement. 
C'est  à  cette  dernière  intégrale 

dx 


que  nous  appliquerons  l'équation  (I). 
D.-signant  les  racines  de  l'équation 

F(a7)  =  cos(/i  arccosa;)  =  o 
par 

2  A-  -h  1 
CL^  =  COS  — TZ  =  cosa/,, 

prenant  pour  k  tous  les  nombres  de  o  à  n  —  i  et  remarquant  que 
nous  trouvons  (équat.I) 

n—  1 

/•/     v  i.  ^^  <f  (cosrt*)  sin^x-  cos(/i  arccosx) 
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£n  divisant  par  \  i  —  a'-  et  intégrant,  nous  trouvons 

'  ■^(a-)dx  I  V'  y(cosa/.)  sina^.     Z'  ^ '    cos(n  Arc  cosx)  djc 


{x  —  cosai)  y'i  —  .r- 


II  est  aisé  de  calculer  l'intégrale  du  second  membre  de  cette  équation. 
En  V  faisant  à  cet  effet  a^  =  cosu  : 


/: 


cos(«  arc  cosj")  <fj"  f"      cos nu  du 


(j:  —  cosa;,)^  1  ~  j:-         .'„      cof(/  — cosa^ 


remarquons  que,  cos  a^  étant  une   des   racines   du  numératein*  cosnu 
considéré  comme   foncfion  de  cos?/,   —  cos//;/ se  di\isera  par 

cosu  —  COSfl^ 

et  donnera  au  quotient  un  polynôme  de  degré  n  —  i   relativement  à 
cos«.  Par  suite,  on  peut  poser 

cos  «M  Ao         ,  ,  . 

-  -+-  A,cos«  4-  A2COS2M  +...H-  A,j_,cos^«  —  1  j«- 


cos  u  —  cos  «/. 


Chassant  le  dénominateur,  remplaçant  le  produit  des  cosinus  par  la 
somme  des  cosiiuis  et  comparant  les  coefficients,  on  obtient  lesrt  -h  1 
équations  suivantes  : 

A,=  AoCOSO;;. 

Ao-h   Ao^    2  A,    COSfl;;, 

A , H-  A ,  =  2  A.,  cosOf,, 


A„_,  -f-  A„_3^=  2  A„_2  cosa^., 
A„_,=  2A„_,  cosa^., 

A„_.  =  2. 


Des  premières  n  —  i   équations  nous  avons,  pour  tout  5,  di-puis 
jusqu'à  «  —  1 , 

A^.  =:   AoCOS'  5rt<.). 
Joiirii.  de  Mail,,  {i'  série  J,  tome  VUI.  —  Dklemdhk  18S3.  J2 
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Mais  la  dernière  nous  donne 


cos(n  —  i)«/t        cos«rt/.  cos«/^+ sin/ja^  sinrt;^        sin/in^sina^ 

Quant  à  lavant-dernière  équation 

A„_2  =  2A„_|  cosrt/i, 

elle  est  satisfaite  par  elle-même,  si  l'on  y  remplace  A„_2  et  A„_,  par  les 
valeurs  obtenues  plus  haut. 

On  trouve,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit, 

4-  cosa,cosn  -+-  cosaotcosau-i-.. . 


na /,sin  a k  \_-2 

n  —  i)u\. 


cosu  —  cosfl/;         sin 

-+-  cosi  n  —  I  la^cos 


et,  intégrant  entre  les  limites  o  etîr,  on  a 
/'■'       cos  nu  du 


J      cos  u  —  cos«/.         sin  «rt/.  sin  a^ 

Par   suite,   l'équation   déterminant  l'intégrale  cherchée   conduit  à 
expression 

n-l 


o(x) dx 

'- — - —  —  -  ■»■  ©(cosa^i 


où 

(2A--+-l)7t 

Cette  équation  détermine  l'intégrale  qui  correspond  à  2«  termes  du 
développement  de  la  fonction  sous-intégrale  ç(ar)  par  la  somme  seu- 
lement de  n  termes 

12.  Prenons  pour  Y[x)  le  polynôme  de  degré  n  -4-  i 

Y[x)  =  nx\nx  —  i)(na;  —  'i\...(nx  —  n) 

([ui  a  pour  racines  o, ->  ->  •••)  i ,  et  supposons  que  les  limites  de  lin- 
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le£;r;ition  soient  o  et  i;  alors  (équat.  11) 


f 


'■"'"'        '        F(x)dx 


uii.  posant 

711  =  - 

nous  avons 

Pour  déterminer  les  coefficients  A,  remarquons  que.   pour  tout  5 
moindre  que  ^  4-  i ,  on  a  (équat.  I) 

et,  intégrant  entre  les  limites  o  et  i , 

Faisant  5  consécutivement  égal  a  o.  i,  2,  ...,«,   nous  trouvons  le 
système  des  équations 

A„  -4-  A,  -!-      Aa +...-+-       A„  =  I, 

A,  -t-    2A.  -I-...+    nA„  =-> 

A , -h  2- A 2  +  • .  +  «' •■^H  =  ^  ' 


A,  +  2"Ao  +  ...-f-n"A„  =  ^-^ 


servant  à  déterminer  tous  les  coefficients  A. 
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On  trouve  ainsi  : 

Pour  «  =  I A  (,  =  A I  =  ^  ; 

Pour  «  =  2 A  0  =  A ,.  ^  '. ,     A ,  =  f  ; 

Pour  n  =  3 A„  =  A,  =  ^.     A ,  =  A,  =  î, 

et  ainsi  de  suite  (  '  ). 


(')    Voir  Bertrand,  Calcul  i/Hcî;ra/,  p.  333. 
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Sur  un  problème  de  permutations  successives 
nommé  Battement  de  Mnngc; 

Pau  31.  J.  BOURGET, 

Recteur    de    l'Académie    de    Clermont. 


1.  Considérons  m  =  in  objets  que  nous  nommerons,  dans  un 
premier  ordre, 

I,     2,      3,      ...,     n,     (n-hi),      ....     (2«  — 2),     (2/1—1),     2« 

et  formons  la  substitution  indiquée  par  l'ensemble  des  deux  lignes 
correspondantes  suivantes  : 

Il  2  3        ....  n  {n -h  i)   ....   (ara  — 2)  (2/1—1)       2/1       | 

I  2/i  [2n  —  i)  (2  —  4)   ...,   2        1  ...,  (2/1—5)  (2/1  —  3)  (2/1  —  1:  I 

où  tous  les  nombres  pairs,  à  partir  du  plus  élevé,  sont  écrits,  dans  la 
seconde  ligne,  les  uns  à  la  suite  des  autres  et  à  leur  suite  tous  les 
nombres  impairs  dans  leur  ordre. 

Dans  le  cas  particulier  de  dix  objets,  la  permutation  donne  le  ta- 
bleau suivant  : 

1234     -5     6789     10  I 

108642     1807       91 

On  peut  regarder  les  deux  lignes  comme  indiquant  une  substitution 
des  éléments  de  la  seconde  ligne  aux  éléments  de  la  première.  C'est 
cette  substitution  qu'on  nomme  Battement  de  Monge. 
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2.  Si  les  objets  donnés  sont  des  cartes  numérotées,  on  peut  réaliser 
la  permutation  ou  substitution  indiquée  par  les  deux  lignes  ci-dessus 
au  moyen  d'une  opération  matérielle  fort  simple  et  fort  connue.  Pla- 
çons la  deuxième  carte  au-dessus  de  la  première;  laissons  la  troisième 
à  sa  place  et  plaçons  la  quatrième  au-dessus  du  jeu;  laissons  la  cin- 
quième à  sa  place  et  plaçons  la  sixième  au-dessus  du  jeu,  etc.  Après 
ce  battement,  les  cartes  paires  seront  les  unes  au-dessous  des  autres  en 
ordre  inverse  et  les  cartes  impaires  seront  au-dessous  des  premières 
dans  leur  ordre  naturel. 

5.  Historique  de  la  question.  —  Le  premier,  à  ma  connaissance, 
qui  se  soit  occupé  des  propriétés  de  ce  battement  est  Bachel,  sieur  de 
Méziriac,  dans  son  livre  des  Problèmes  plaisants  et  délectables  ('  ). 

Monge  a  publié  un  JMémoire  sur  ce  sujet  dans  le  VIP  Volume  des 
Savants  étrangers  (  i"  série). 

La  question,  traitée  par  Bouniakowski  dans  son  travail  Sur  un  pro- 
blème de  position  relatif  à  la  théorie  des  nombres  (-),  n'est  autre  que 
celle  du  Battement  de  IMonge.  Ce  Mémoire  a  été  résumé  par  Terquem 
dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (i858). 

Bellavitis,  dans  la  7?em/a  de  1860  (p.  29),  résume  aussi  le  même  Mé- 
moire de  Bouniakowski  et  fait  connaître  quelques  propriétés  nouvelles 
des  périodes  auxquelles  il  conduit. 

On  trouve  dans  Xes  Mémoires  de  l' Académie  du  Gard  [iS6j]  un  tra- 
vail peu  connu  de  INL  Thomas  de  Saint-Laurent  sur  le  même  sujet. 
Cet  auteur  reprend  et  généralise  le  problème  du  battement  de  Monge; 
il  ne  connaît  pas  le  travail  russe  que  nous  venons  de  citer,  et,  de  plus, 
il  commet  quelques  erreurs. 

Je  me  propose  ici  de  résumer  les  Mémoires  que  je  viens  de  citer  et 
d'élucider  certains  points  restés  obscurs,  qui  n'ont  pas  été  traités. 

4.  Propriétés  du  battement  de  Monge.  —  Quand  on  répète  indéfini- 
ment le  même  battement  siu"  un  nombre  de  cartes  choisi,  on  observe 
qu'au  bout  d'un  nombre  limité  d'opérations  les  cartes  reprennent  leur 


(')  Voir  4°  édition,  GaulllieI•-^■illars,  1879,  p.  oif^. 

C)  Bulletin  physique  el  niatliéinalique  de  Sainl-PcterslnuiiL:,  i.  \\  I.  i8;>-. 
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ordre  primitif,  et  qu'elles  revienhent  périodiquement  à  l'une  des  places 
qu'elles  occupent  pendant  les  battements  successifs. 

Au  premier  rang,  par  exemple,  viennent  se  placer  périodiquement, 
dans  un  certain  ordre,  soit  toutes  les  autres  cartes,  soit  un  certain 
nombre  d'entre  elles. 

Cette  période  n'est  pas  la  même  en  général  pour  tous  les  rangs. 
Parfois,  certaines  cartes  restent  immobiles.  Ces  faits  singuliers  et  va- 
riables suivant  le  nombre  m^in  méritent  d'être  expliqués.  Ils  se 
rattacbent,  comme  on  le  verra,  à  la  théorie  des  nombres. 

Voici  trois  tableaux  de  ces  battements  successifs  qui  montrent  bien 
les  particularités  dont  nous  venons  de  parler. 


I   2 

3 

4 

0 

6 

7 

8 

9  ' 

lO 

1 

[o  8 

6 

4 

2 

1 

3 

5 

7 

9 

9  5 

I 

4 

8 

10 

6 

2 

3 

7 

7  2 

lO 

4 

5 

9 

1 

8 

6 

3 

3  8 

9 

4 

2 

7 

lO 

5 

1 

6 

6  5 

7 

4 

8 

3 

9 

2   lO 

I 

I   2 

3 

4 

2' 

5 

6 

7 

4. 

8 

9 

lO 

, 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

lO 

1 1 

12 

l3 

.4 

i4 

12 

lO 

8 

6 

4 

2 

I 

3 

5 

7 

9 

[  [ 

i3 

i3 

9 

5 

I 

4 

8 

12 

i4 

10 

6 

2 

3 

7 

II 

II 

3 

6 

i4 

8 

I 

9 

(3 

5 

4 

12 

10 

2 

7 

7 

lO 

4 

i3 

I 

i4 

3 

1 1 

6 

8 

9 

5 

12 

2 

2 

5 

8 

II 

i4 

i3 

lO 

7 

4 

I 

3 

6 

9 

12 

12 

6 

I 

7 

i3 

1 1 

5 

2 

8 

^'^ 

lO 

4 

3 

9 

9 

4 

.4 

2 

1 1 

7 

6 

12 

1 

i3 

5 

8 

10 

3 

3 

8 

i3 

12 

7 

2 

4 

9 

i4 

1 1 

6 

I 

5 

lO 

lO 

I 

1 1 

9 

2 

12 

8 

3 

i3 

7 

4 

i4 

6 

5 

5 

i4 

7 

3 

12 

9 

1 

10 

11 

2 

8 

i3 

4 

6 

6 

i3 

2 

lO 

9 

3 

i4 

5 

7 

12 

1 

1 1 

8 

4 

4 

II 

12 

5 

3 

lO 

i3 

6 

2 

9 

i4 

7 

1 

8 

8 

7 

9 

6 

10 

5 

1 1 

4 

12 

3 

i3 

2 

i4 

1 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

1 1 

12 

i3 

i4 

4it 

1 

I, 

BOURGET 

3° 

m 

=  22. 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

lO 

1 1 

12 

i3 

■  4 

i5 

16 

'7 

18 

19 

20 

21 

2  2 

•?? 

ao 

i8 

i6 

i4 

12 

10 

8 

6 

'4 

2 

I 

3 

5 

7 

9 

1 1 

i3 

i5 

17 

19 

2  I 

•1!  1 

'7 

.3 

9 

5 

I 

4 

8 

12 

i6 

20 

22 

18 

•  4 

10 

6 

2 

3 

7 

II 

i5 

•9 

'9 

1  1 

3 

6 

>4 

22 

i6 

8 

1 

9 

17 

21 

i3 

5 

4 

12 

20 

.8 

10 

2 

7 

I.J 

IJ 

i 

i8 

12 

5 

21 

9 

8 

22 

6 

1 1 

19 

3 

i4 

16 

1 

•7 

i3 

4 

20 

10 

7 

7 

■20 

i3 

I 

i4 

•9 

6 

8 

21 

12 

2 

i5 

18 

5 

9 

22 

1 1 

3 

16 

17 

4 

10 

lO 

I- 

3 

32 

5 

10 

12 

8 

•9 

I 

20 

7 

i3 

i4 

6 

21 

2 

18 

9 

1 1 

16 

4 

4 

1  1 

i8 

21 

i4 

7 

1 

8 

lô 

22 

17 

iO 

3 

5 

12 

'9 

20 

i3 

6 

2 

9 

16 

i6 

2 

i3 

•9 

5 

10 

22 

8 

7 

21 

1 1 

4 

18 

i4 

1 

i5 

17 

3 

12 

20 

6 

9 

« 

20 

3 

10 

•  4 

4 

21 

8 

10 

19 

2 

iG 

i3 

ô 

22 

7 

1 1 

I 

18 

17 

12 

.f) 

(i 

'7 

iS 

7 

5 

i6 

•9 

S 

4 

1.3 

20 

9 

3 

i4 

21 

iO 

2 

i3 

22 

1 1 

I 

12 

1  ? 

1  I 

i3 

10 

i4 

9 

10 

8 

i6 

7 

'7 

6 

18 

5 

'9 

4 

20 

3 

21 

2 

22 

I 

1 

■3 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

lO 

1 1 

)2 

i3 

i4 

l5 

16 

•7 

18 

'9 

20 

21 

22 

Dans  le  premier  cas,  nous  observerons  : 

Une  période  de  six  termes  (i,  10,  9,  7,  3,  G); 

Une  péiiode  de  trois  termes  (2,  8,  5); 

Une  période  monôme  (/(). 

Dans  le  second  cas,  nous  ne  trouvons  qu'une  période  de  qua- 
torze termes. 

Dans  le  troisième,  nous  observons  : 

Une  période  de  douze  termes  (i,  22,  21,  19,  1  >,  7,  10,  4,  16,  (), 
6,  12); 

Une  période  de  quatre  termes  (2,  20,  17,  11); 

Une  période  de  trois  termes  (^3,  18,  j3); 

Une  période  de  deux  termes  (5,  i4); 

Une  période  monôme  (8  i. 

Les  exemples  que  nous  venons  de  donner  serviront  de  vérification 
expérimentale  pour  les  théorèmes  qui  suivent. 

0.  Théorème.  —  Après  la  répétition  d'un  nouveau  battement  sem- 
blable sur  les  objets  disposes  comme  l'indique  la  seconde  ligne,  on  trou- 
vera, au-dessous  de  chaque  numéro  de  la  seconde  ligne,  les  nombres  qu'il 
y  avait  au-dessous  des  mêmes  numéros  de  la  première  ligne 

Supposons  que  le  numéro  A  de  la  seconde  ligne  soit  sous  le  nu- 
méro li  de  la  première,  et  que  B  de  la  seconde  soit  sous  le  numéro  (^ 
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(le  la  première.  Tes  deux  lignes  présenteront  l'aspect  suivant  après  le 
premier  battement  : 

Première  ligne B      ...     C 

Deuvième  ligne \      ...      B 

Faisons  un  nouveau  battement  :  romme  sous  C  de  la  j)remière 
ligne  il  y  a  B,  sous  B  qui  joue  le  rôle  de  C  il  y  aura  A  qui  joue  le  rôle 
de  B.  c.   Q.   F.   u. 

Corollaire.  —  Il  suit  de  là  qu'on  peut  écrire  immédiatement  les  ré- 
sidtats  des  battements  successifs,  quand  on  s'est  donné  la  peine  d'é- 
crire les  résultats  du  premier  battement.  C'est  le  procédé  que  nous 
avons  suivi  pour  former  les  tableaux  précédents. 

6.  Théorème.—  On  retombe  nécessairement  sur  la  première  disposi- 
tion au  bout  d'un  nombre  limité  d'opérations. 

Le  battement  de  Monge  équivaut  à  une  substitution.  Or  toute  sub- 
stitution est  décomposable  en  un  certain  nombre  de  substitutions  cir- 
culaires. Considérons,  par  exemple,  le  cas  de  m  =  lo.  Le  battement 
de  Monge  donne  la  substitution 

I     2     3     .'(     5     G     7     8     ç)     10 
10     8     G     4     2     I     '3     5     7       9 

Prenons  l'élément  i  ;  il  remplace  G,  qui  remplace  3,  qui  remplace  7, 
qui  remplace  9,  qui  remplace  10,  qui  remplace  i.  Nous  trouvons 
donc  déjà  une  substitution  circulaire  que  nous  désignerons  par 

(t     G     3     7     9     10) 

en  entendant  que  chaque  élément  remplacera  le  suivant,  et  qu'après  la 
substitution  leur  ensemble  présentera  la  disposition 

(10     I     G     3     7     9). 

Prenons  maintenant  l'un  des  éléments,  2,  qui  n'entre  pas  dans  cette 
suite;  cet  élément  remplace  5,  qui  remplace  8,  qui  remplace  2.  Donc, 
nous  trouvons  encore  la  substitution  circulaire 

12     5     8). 

Juurn.  de  Math,  (3'  série),  tome  VIU.  —  Decf.mbre  i^8i.  ■^■J 
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Enfin,  4  reste  à  la  méine  place  et  se  substitue  à  lui-même  ;  donc,  eafin, 
le  battement  de  Monge  est  équivalent  à  l'ensemble  des  trois  substitu- 
tions circulaires  suivantes  : 

(16379     10),       (2     ,5     8),       (4), 

et  l'on  peut  s'assurer,  en  effet,  qu'en  effectuant  successivement  ces 
permutations  circulaires,  on  retombe  sur  les  résultats  donnés  par  le 
battement  de  Monge. 

Le  même  raisonnement  s'applique  à  une  substitution  quelconque 
d'un  nombre  quelconque  d'éléments;  donc  il  est  prouvé  que  le  bat- 
tement de  Monge  est  toujours  décomposable  en  substitutions  circulaires. 

Cela  posé,  soient  oc,  fi,  7,  ...  les  nombres  respectifs  des  éléments 
que  contient  chacune  de  ces  substitutions  élémentaires;  désignons 
])ar  ij.  le  plus  petit  midtiple  commun  de  ces  nombres.  Après  p.  opéra- 
tions, on  retombera  sur  la  disposition  primitive;  car,  dans  chaque 
groupe  circulaire,  il  faut  faire  autant  d'opérations  qu'il  y  a  d'éléments 
pour  revenir  à  la  disposition  primitive. 

Remarque.  —  Dans  les  t-ableaux  formés  ci-dessus,  on  voit  que  le 
nombre  des  termes  de  chaque  période  est  un  diviseur  du  nombre  des 
termes  de  la  période  qui  commence  par  i .  C'est  une  loi  générale  dont 
nous  donnerons  la  raison  plus  loin. 

7.  Théorème.  —  Dans  le  tableau  des  battements,  si,  à  partir  de  la 
première  ligne  reproduite,  on  lit  de  bas  en  haut  les  nombres  des  colonnes 
verticales,  on  obtient  les  places  successives  occupées  par  le  nombre  dont  on 
est  parti. 

Pour  fixer  les  idées,  considérons  le  tableau  relatif  à  m  =  lo. 
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La  première  colonne,  lue  de  bas  en  haut,  donne 
16379     'o; 

il  s'agit  de  prouver  que  ces  divers  nombres  indiquent  les  places  succes- 
sives occupées  par  i . 

1°  JJn  étant  sous  6,  après  le  premier  battement,  occupera  donc  le 
sixième  rang  après  ce  battement. 

1°  Après  le  premier  battement  6  va  sous  3,  et  comme  i  va  sous  6 

a])rès   le  second  battement,  comme  après  le  premier  le  groupe         | 

se  trouvera  sous  3,  après  le  second  battement,  donc  i  occupera  le 
troisième  rang. 

3°  3  va  sous  7  après  le  premier  battement,  après  le  second  6  va 
sous  3,  après  le  troisième  i  va  sous  6;  donc,  après  ce  troisième  bat- 


tement le  groupe 


se  trouvera  sous  7  ;  donc  i  occupera  le  septième 


rang,  etc.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

Nous  appellerons  période  d'un  battement  la  série  des  places  occu- 
pées par  un  même  élément,  et  nous  placerons  cet  élément  au  com- 
mencement de  cette  série,  puisque  c'est  la  première  place  qu'il  occupe. 

On  obtient  les  périodes  mécaniquement  comme  l'indique  le  théo- 
rème. Le  terme  au-dessous  du  terme  de  la  première  ligne  d'où  l'on 
part  est  donc  le  dernier  terme  de  la  période. 

8.  Problème.  —  Troiuerlafoimtde  du  terme  qui  se  trouve  au-dessous 
d'un  terme  donné  de  la  première  ligne  après  un  battement. 

i°Soitn  -\-  1  —  p  un  terme  de  la  première  ligne.  Si/?  =  i ,  leterme  situé 
au-dessous  est  2;  si /5  =  2,  le  terme  situé  au-dessous  est  4,  etc.  Donc, 
si  p  est  quelconque  différent  de  zéro,  le  terme  situé  au-dessous  est  ^p. 

2°  Soit  n  -h  i  ^ p  un  terme  de  la  ])remière  ligne;  sip  =  o,  le  terme 
situé  au-dessous  est  i;  si/>=  i,  le  terme  situé  au  dessous  est  3,  etc. 
Si  p  est  quelconque,  positif,  entier  ou  nul,  le  terme  situé  au-dessous 
est  2/7  -î-  i .  Le  tableau  suivant  résume  le  théorème  : 

n~i—p,      [p^o],  n-i-i+p,     ip^o), 

2p,  2p  -h  i . 
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Corollaire  I.  —  Si  nous  lisons  ce  tableau  de  bus  en  haut,  nous  ob- 
tenons, d'après  le  théorème  précédent,  les  rangs  successifs  occupés 
par  un  élément.  Donc,  après  un  battement, 

L'élément      2/j      occupe  le  rang  ii  -^  i  —  p. 
L'élément  2p  -f-  i  occupe  le  rang  n  -h  i  +  p. 

Corollaire  II.  —  Posons  «  -f- 1  —  p  =z  q,  d'où  nous  tirons 


JyC  nombre  situé  au-dessous  est  an  -f-  2  —  a*/,  ou  ot  +  2  —  ay,  et  </  est 
au  plus  égal  à  n. 

Posons  de  même  n  ^  \  ^  p  =:  q;  d'oii  p  =  q  —  n  —  \ .  Le  nombre 
situé  au-dessous  est  ay  —  2/j  —  i  ou  2q  —  jn  —  i;  q  est  toujours  supé- 
rieur k  n. 

Le  tableau  suivant  peut  donc  remplacer  celui  ci-dessus  : 

q  in,  q~^  n, 

m  -\-  1  —  iq,  iq  —  m  ~  \ . 

9.  Problèmf,.  —  Le  battement  de  Monge  peut-il  présenter  une  période 
monôme?  Dans  quel  cas?  Quelle  est  la  formule  de  ce  monôme  invariable 
de  position  ? 

\"  On  ne  peut  pas  avoir 

2/>  +  I  =  n  +  I  4-  /^ 

car  on  en  déduirait  pz=n,  et,  par  suite,  le    terme    invariable  serait 
2n  +  I,  ce  cjui  est  impossible. 
2"  On  peut  avoir 

2/>  =  rt  -î-  I  —  /;  ; 
on  en  déduit 

/)  +  I 

Donc,  n  est  l'un  des  n()nd)res  de  la  suite 

/i  =  2,      ),      8,      M,      1 '1,      17,      20,      2'3,      aG,      .... 
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par  suite  m  l'un  des  nombres  de  la  suite  : 

/«  =  4.      lo.     i6,     22,     28,     34,     .'jo.     4'j>     Sa,     .... 

La  formule  du  terme  invariable  est  7p=  — ~-  Suivant  les  cas, 
on  aura 

2/?  =  2,     4i     6,     8,      10,      12,      14.      16,      18,     .... 

On  peut  vérifier  facilement  l'exactitude  de  ces  résultats. 

10.   Problème.  —  Étant  donné  le  rang  c,  d'un  objet  dans  une  pre- 
mière disposition,  tromer  le  rang  i\,  qu'il  occupera  après  le  battement 

1°  Si  r,  =  2/>  après  le  premier  battement,  cet  élément  sera  leyj"""" 
objet  à  gauche  de  «  -4-  i  ;  donc  il  occupera  le  rang 

(', 

('.,  =  /l  4-  l  —  ;;  =  /2  -T-  i 

•"  2 

2°  Si  c,  =  2/j  +  i  après  le  premier  battement,  cet  élément  impair 
occupera  le  rang 

C,  —  I 

ç\  =  n  -H  I  -+-  ^  =  n  +  i  --1 

Nous  retombons  sur  des  résultats  trouvés  au  11°  8. 

Le  tableau  salivant  résume  la  solution  de  ce  problème  : 

C|  =  2/),  t^i  =  2/>  +  i , 

r,,  =  «  -i-  1  —  ^,     i>.,=z  n  -i-  \  +  p. 

Corollaire.  —  Des  formules  ci-dessus,  on  tire 

Pour  le  premier  cas  :    2('2('2 —  1)^4^  +  1  —  i,2<',  —  i). 
Pour  If  second   cas:    2f2C2 — i)  :=  4^  +  >  +  (2c,  —  1  ). 

Donc,  en  posant 

2r, — i=V,,      2^2  — I  =¥2,     4^  +  I  =  2»i-l-i  =  N, 

E  =  (-I). 
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Ces  deux  formules  se  réduisent  à  la  formule  luiique 

(A)  c!V„  =  N-s''.V,. 

11.  Problème.—  Peut-il  y  avoir  des  périodes  binômes?  A  quelles 
conditions?  Quelles  sont  les  formules  des  termes  constituant  de  pareilles 
périodes  ? 

Désignons  par  i  un  nombre  impair  et  par  zs  un  nomLre  paii".  La 
]>ériode  binôme  ne  peut  avoir  que  l'une  des  quatre  formules  suivantes  : 

(/,;),     [i,7z),     {rs,i),     [zj,zô\ 

Si  l'on  trouve  une  période  {i,  zô),  on  trouvera  la  période  [7S,i)  avec  les 
mêmes  nombres,  évidemment.  Donc,  en  réalité,  la  période  binôme  ne 
peut  présenter  que  l'une  des  trois  formes  suivantes  : 

[i,  i),     [i,  zs),     [is ,73). 

\°  La  première  forme  est  impossible,  car  elle  conduirait  aux  équa- 
tions 

2/;  4-  I , 

n  -t-  I  -l-/>  =  2/7,-1-  r, 

n  -h  I  -f-/?i  =  2p  -h  I , 
d'où  l'on  tire 

"in  -h  p  ^  4/^ 
par  suite 

p^n, 

d'où  l'on  conclurait  que  le  premier  terme  de  cette  période  est  an  -h  i, 
ce  qui  est  impossible. 

2°  La  seconde  forme  conduit  aux  équations 


d'où  Ion  tire 


n  -h  i  —  p   =  2/», 
n  —  i  -h p,  =  ip 


'.p-h\ 

//(    T-  0 

l> 

2/', 

.3/«  -t-4 
.5 
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On  voit  par  ces  formules  que  m  ne  peut  avoir  que  l'une  des  valcnrs 
suivantes  : 

/72  =  2,     12,     22,     32,     'j^l,     52,     .... 

Les  ternies  correspondants  de  la  période  binôme  sont 

2/?  -I-  I  ^  I,     3,     5,      7,      9,      II, 
2/7,  =  2,     8,    \[\,    20,    26,     32. 

3"  Une  période  binôme  de  la  forme  (cr,  sr)  est  une  période  monôme  : 
car,  des  équations  auxquelles  elle  conduit, 

n  -{-  l   —  p    =:  2/J|, 

«4-1  —  Pt  =  2/), 
on  tire 


Remarque.  —  On  trouverait  facilement  les  équations  qui  condui- 
raient à  la  connaissance  des  périodes  trinômes,  quatrinônies,  etc.,  de 
diverses  formes.  Ces  recherches  assez  laborieuses  peuvent  être  abré- 
gées par  la  solution  du  problème  suivant  et  parles  conséquences  (|u"<)ii 
en  tire  : 

1"  Prodlèîie.  —  Quel  est  le  nombre  mijnmiim  de  battements  au  bout 
(lesquels  on  retombera  sur  la  première  disposition'! 

Pour  résoudre  ce  problème  difficile,  je  me  servirai  de  la  formule 
trouvée  dans  le  corollaire  du  problème  n°  10. 

Après/)  battements,  on  obtient  la  série  des  équations 

2V,       =N  —  £"'V,, 

2V3  =  N  -  £"^V,, 
2  V,  =N-£"3V,, 
2V5     =N- £'■'¥,, 

2N„„  =  N-£'>V„. 
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De  là  nous  tirons,  par  substitutions  successives, 

2''\p^,  =  (  2''-'  —  2P--i"'  -h  iP-^  t'-r-'^^r 

—  2^-^e'''— •^'■'•-■^'>-l-...—  t^-''3^-''3+-+'>)N+  iP'-'''^'''*-^''f'\\. 

Mais,  si,  après  ces/?  battements,  «',  a  repris  sa  première  place, 
on  a  A^^^,  =  Y;  donc 

(aA'_£/'+",^''.--+''/j V,  =(2''-'  —2^-=  £'■''-!-  2^-'  £'''-^'>  — . . .  —  c/'^''=+''3+-">)N. 

La  parenthèse  du  second  membre  est  un  nombre  entier  :  donc  IV 
est  un  diviseur  du  premier  membre.  On  voit  déjà  que  la  plus  grande 
valeur  de  p,  ou  la  plus  longue  période,  s'obtiendra  en  supposant 
\  ,  :=  1  ou  c,  =  I . 

Pour  nous  débarrasser  de  la  considération  des  valeurs  lo,  r^,  . . .,  «^ 
intermédiaires,  remarquons  que 

est  égal  à  2''i!z  I .  ^lultiplions  les  deux  membres  de  l'égalité  |)ar 

„/>  ,   jP+i',+i'.+...-i-iy 

il  viendra 

(2=''-  i)V,  =  OltN, 
ou  bien 

(4''-i)V,  =  ;mN, 
ou  bien 

(2''-  i)(2''-!-i)V,  =  0KN, 

d'où  l'on  voit  que  l'on  est  ramené  à  chercher  la  j)his  petite  valeur  de  /». 
qui  rend  {\p  —  i)V,  divisible  par  N. 

Cette  valeur  ào  p  étant  trouvée,  on  s'assurera  que  l'un  ou  laulre  des 
produits 

{2.P-  I]V,.    (2''+l)V, 

est  di\isible  par  N.  Si  l'un  il'eux  est  divisible  par  N,  la  valeur  de />  est 
trouvée.  Si  aucun  n'est  divisible  par  N.  le  protluit  [i-p  —  i)\  ,  l'est  pai- 
hvpolhèse;  donc  la  période  est  -zp. 
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Corollaire.  —  Pour  trouver  la  période  relative  àf,  =V,  =  i,  il  tant 
chercher  la  plus  petite  valeur  de  p  qui  rend 


divisible  par  N  =  2  w  +  i .  Cette  valeur  de  p  étant  trouvée,  on  cherchera 

si  l'un  des  facteurs 

■iF  —  i,   s/  +  I 

est  divisible  par  N.  Si  l'un  de  ces  facteurs  est  divisible,  la  valeur 
trouvée  pour  p  est  la  période.  Si  aucun  de  ces  facteurs  n'est  divisible 
par  N,  la  période  est  2/7,  puisque  2-''—  i  est  divisible  par  N,  par  hy- 
pothèse. 

Premier  exemple.  —  Soit  m  =  22,  d'où  N  =  ly> . 
Cherchons  les  restes  successifs  que  lespuissancesde/i  donnent  quand 
on  les  divise  par  45;  nous  trouvons 

4     iC)     19    3i     34     I. 

Donc  la  première  puissance  de  4  qwi.  diminuée  de  i,  est  divisible 
par  45,  est  la  sixième. 

Cherchons  maintenant  les  restes  donnés  par  les  diverses  puissances 
de  2  pour  le  même  diviseur;  nous  trouvons 

2     4     8     16     ;')2     If)     38     3i      17     34     23     I. 

Donc  ni  2"  —  I ,  ni  2»  +  i  ne  sont  divisibles  par  45  ;  donc  la  période  re- 
lative à  l'élément  i  est  12. 

Deuxième  exemple.  —  Soit  m  -=  28,  d'où  N  =  57. 

Les  restes  successifs  des  puissances  de  4  chvisées  par  jy  sont 

4      iG     7     28     55     49     25     43      I. 

Les  restes  successifs  des  puissances  de  2  divisées  par  '^-j  sont 

248      iG     32     7      i4     28      -1. 

Journ.  de  Math.  (3'  série),  lonie  VllI.  —  Dfxemdre   i8Sj.  ->^I 
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Donc  2"+!  est  divisible  parSy,  donc  la  période  relative  à  t  a  neuf 
chiffres,  ce  qu'on  peut  vérifier  expérimentalement. 

15.  Théorème.  —  Si  l'on  désigne  par<p{l^)  le  nombre  des  entiers  pre- 
miers à  N  e/  inférieurs  à  lui.  la  période  r-elalwe  à  v,  =:  i  est  égale  à  (p(  IN'  ) 
ou  à  un  sous-multiple  de  ce  nombre. 

En  effet,  N  étant  impair  est  premier  avec  4  :  donc,  d'après  le  théo- 
rème de  Fermât  généralisé,  on  a 

49"-  t  =  31LN; 

et,  comme  les  restes  des  puissances  d'un  nombre  se  reproduisent  pé- 
riodiquement, <p(N)  est  la  plus  petite  valeur  de  la  puissance  de  4  con- 
grue à  i,  ou  bien  un  multiple  de  cette  valeur  minima.  0.   Q.   F.    n. 
Ainsi,  par  exemple,  soit  m  =  12  et  N  =  25.  Nous  trouvons 

05  (  2  J  )  =  ip  (  5^  )  ^  5.4  =  20  . 

Donc  la  première  période  est  20,  ou  un  diviseur  de  20;  nous  voyons 
expérimentalement  qu'elle  est  10. 

14.  Théorème.  —  Si,  décomposé  en  facteurs  premiers,  N  donne 

N  =  a*iPc^ 

et  sir  on  désigne  par  ^.  le  plus  petit  commun  multiple  des  nombres 

'f{a-),  9(èP),  y(cï), 

la  première  période  sera  /x  ou  un  diviseur  de  fji. 

En  etfet  on  a,  d'après  le  théorème  de  Fermât, 

2<P(«')  —  I  =  OUa», 

2?''-'*-  I  =aitcTf; 
donc 

2l^-  I 
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sera  aussi  divisible  par  a",  6^  c^f,  et,  comme  ces  nombres  sont  premiers 
entre  eux,  il  sera  divisible  par  leur  produit,  et  l'on  peut  poser 

u.  peut  n'être  pas  la  plus  petite  puissance  de  2  congrue  k  i .  et  l'on  peut 
avoir  trouvé  une  puissance  de  2  inférieure  congrue  à  -  i  ;  mais  ces 
puissances  sont  des  sous-multiples  de  ^;  donc  le  théorème  est  dé- 
montré. 

Si,  par  exemple,  m  =  02,  d'où  N  =  fo5,  nous  trouverons 


donc 
par  suite. 


N  =  3.5.7. 

?(3)  =  2,    ?(5)  =  4.    ?(7)  =  6; 
/j.  =  1 2 . 


La  première  est  12  ou  un  sous-multiple.  Nous  pouvons  vérifier  ex- 
périmentalement qu'elle  est  1 2. 

Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  assigne  une  limite  supé- 
rieure facile  à  trouver  du  nombre  de  termes  de  la  première  période. 

lo.  Théorème.  —  Si  m  est  la  forme 

m  =  2*, 

la  première  période  a  (/.  +  \  termes. 

En  effet,  nous  avons  vu  qu'un  nombre  impair  ip  -4-  1  occupe  le  rang 
^^n-\-p  après  un  battement.  Donc  les  rangs  successifs  occupés  par  i 
seront,  dans  ce  cas, 


«-I  _i_  ^»-2 


+  2'-'  +  2^^-^ -i- .  .  . -f-  2-f-  I  =2^ 
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Arrivés  là,  nous  avons  le  nombre  impair  ;  2^  le  rang  suivant  sera  i . 
Donc  la  période  a  bien  a  -f-  i  termes.  c.  q.   f.  d. 

On  peut  en  conclure  que,  pour 

w  =  4     8     16     32     64     •  ■  -, 

les  j)remières  périodes  ont  respectivement 

3     4     5     G     7 
ternies. 

16.  TuÉORKME.  —  Toute  période  du  batternenl  de  Mange  a  un  nombre 
de  termes  qui  divise  le  nombre  des  termes  de  la  première  période  relative 
à  1 . 

Reprenons  l'équation  du  problème  du  n"  12. 

(4''-  ijV,  =  3n.N. 

Supposons  que  A  soit  It^  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  \ , 
et  N  ;  posons 

V,  =AV',,     N  =  AN'. 
L'équation  donnera 

(4/'-i)V',  =  31lN', 

N'  étant  premier  avec  V,  devra  diviser  4''  —  i  :  donc  on  sera  ramené  à 
trouver  la  [)remière  puissance  de  4.  qui,  diminuée  de  i,  sera  divisible 
par  N',  diviseur  de  N.  La  période  demandée  sera  cette  puissance  ou  le 
double.  Cette  puissance  sera  au  plus  égale  à  celle  qui  a  été  trouvée  pour 
le  cas  de  V,  =  i  ;  donc  déjà  nous  pouvons  affirmer  qu'il  n'y  a  pas  de 
période  plus  longue  que  la  première. 

Mais  nous  pouvons  aller  plus  loin. 

Soit  p  le  nombre  trouvé  pour  le  cas  de  V,  =  i,  de  telle  sorte  que 
l'on  ait 

4''  —  I  =  DXi'N  =  DÏL  AN'  =  3n.N'. 

Soit  p'  le  nombre  trouvé  pour  le  cas  de  V,  >^  i ,  de  telle  sorte  que 

4/'  — 1  =DTVN'. 
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Nous  avons  nécessairement 

q  pouvant  être  égal  à  l'unité. 

i"  Si  q'ii,  la  période  relative  à  c,  a  p'  termes  ou  2//  termes,  et, 
comme  la  première  période  a  p  termes  ou  ap,  on  voit  que  le  nombre 
des  termes  de  la  première  période  est  bien  un  multiple  du  nombre  des 
termes  de  la  période  relative  à  v^ . 

2°  Si  ^  =  I ,  on  a 

p=p'. 

Le  nombre  p'  sera  le  nombre  des  termes  de  la  période  relative  à  i , 
si  l'un  des  deux  facteurs 


est  divisible  par  N';  dans  le  cas  contraire,  ce  sera  a/V. 

De  même,  p  sera  le  nombre  des  termes  de  la  première  période  si  l'un 
de  ces  deux  facteurs  est  divisible  par  N  :  ce  sera  ip  dans  le  cas  contraire. 

Or,  si  l'un  de  ces  deux  facteurs  est  divisible  par  N,  il  le  sera  néces- 
sairement par  N',  diviseur  de  N;  donc  le  nombre  des  termes  de  la  pre- 
mière période  sera,  dans  ce  cas,  égal  au  nombre  des  termes  de  la  pé- 
riode relative  à  V, . 

Mais  il  peut  arriver  qu'aucun  de  ces  deux  facteurs  ne  soit  divi- 
sible par  N,  et  que  cependant  l'un  des  deux  soit  divisible  par  N'  ;  dans 
ce  cas,  la  période  relative  à  i  a  2/)  termes,  et  la  période  relative  à  V, 
a.p'  =  p.  Donc  encore  le  nombre  des  termes  de  la  première  période  est 
un  multiple  du  nombre  des  termes  de  la  période  relative  à  V, . 

c.   Q.  F.  D. 

17.  Problème.  —  Troiner  les  nombres  de  termes  des  diverses  périodes 
d'un  battement  déterminé. 

Premier  exemple.  —  Proposons-nous  de  trouver  les  diverses  périodes 
du  battement  relatif  à  m  =  22. 
Nous  formons  le  Tableau  suivant  : 

10  II  12  i3  i4  i5  16  17  18  19  20  21  22 

19  21  23  23  27  29  3i  33  35  37  39  41  45 

45  i5  ^5  9  5  45  45  1 5  9  45  i5  45  4â 

12  4  12  3  2  12  12  4  3  12  4  '■*  ''* 


Vl   =   I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

V,=  I 

3 

5 

7 

9 

11 

i3 

i5 

'7 

N'=45 

i5 

9 

45 

5 

45 

v> 

3 

45 

Période  =  12 

4 

3 

12 

2 

12 

12 

I 

12 
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I.es  nombres  de  la  troisième  ligne  sont  les  quotients  de  la  division 
du  nombre  N  par  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  V,  et  N. 
Pour  avoir  le  nombre  des  termes  de  la  période  relative  à  2,  on  cherche 
les  restes  des  diverses  puissances  de  4  divisées  par  i5:  la  première  puis- 
sance qui  donne  i  pour  reste  est  la  deuxième,  et,  comme  2^+  i  et  2- —  i 
ne  sont  ni  l'un  ni  l'autre  divisibles  par  i5,  la  période  a  quatre  ternies. 
On  trouve  de  même  les  nombres  de  termes  de  toutes  les  autres. 

Deuxième  exemple.  —  Soit  encore  m  =  62  ;  nous  formons  sans  peine 
le  Tableau  suivant  : 

l'i  =   12345   6   78   9  10  11  12  i3  14  1 5  16  17  18  19  20  21  22  23  24  25  26 

^',  =   I  3  5  7  9  II  i3  i5  17  19  21  23  23  27  29  3i  33  35  37  39  4'  43  45  47  49  5i 

M'=io5  35  21  i5  35  io5  io5  7  io5  io5  5  io5  21  35  io5  io5  35  3  io5  35  io5  io5  7  io5  i5  35 

l'i'iiude  =  12  12  6  4  12  12  12  3  12  12  2  12  6  12  12  12  12  i  12  12  12  12   3  12  4  '2 

1,=  27  28  29  3o  3i  32  33  34  35  36  37  38  39  4°  4'  42  43  44  45  46  47  48  49  5o  5i  Sa 

\\=    53  55  37  59  61  63  65  67  69  71  73  75  77  79  8i  83  85  87  89  91  93  93  97  99  101  io3 

N'=  io5  21  35  io5  io5  5  21  io5  35  io5  io5  -  i5  io5  35  io5  21  35  io5  io5  35  21  io5  35  io5  loî 

l'rriode  =  12  6  12  12  12  2  6  12  12  12  12     4  12  12   12  6  12  12  12  12  6  12  12  12  12 

Remarque.  —  Le  procédé  que  nous  venons  d'employer  dispense 
(l'écrire  même  le  résultat  matériel  d'un  seul  battement.  Toutefois  il  est 
moins  rapide  que  celui  qui  consiste  à  faire  un  battement  et  à  partager  la 
substitution  en  substitutions  circulaires,  comme  nous  l'avons  indiqué 
au  n°  6. 

Dans  le  cas  de  52  cartes,  la  substitution  qu'indique  le  battement  de 
Monge  équivaut  à  la  suite  des  substitutions  circulaires  • 


(I 

27 

'10 

7 

3o 

12 

21 

37 

45 

49 

5i 

52), 

(2 

26 

i4 

20 

•7  ■ 

35 

44 

5 

29 

41 

47 

5o). 

(3 

28 

i3 

33 

43 

48) 

(4 

25 

39 

46) 

(ti 

24 

i5 

34 

10 

22 

iG 

'9 

3G 

9 

3i 

42). 

(8 

23 

38) 

:,8). 
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Ce  Tableau  fait  connaître  immédiatement  le  nombre  des  termes  de 
chaque  période  ;  mais  il  faut  dire  qu'il  ne  donne  pas  la  raison  cachée  de 
la  périodicité.  Cette  raison  se  trouve,  en  réalité,  dans  le  théorème  du 
n"  16  et  le  ])roblème  du  n"  17. 

18.  Dans  son  Opuscule,  M.  Thomas  de  Saint-Laurent  affirme  que  le 
premier  terme  de  chaque  période,  le  plus  faible,  peut  être  mis  sous  la 
forme 


y  étant  un  nombre  entier.  I/auteur  ne  démontre  |)as  cette  proposition, 
il  y  arrive  par  induction.  Il  est  facile  de  voir  qu'elle  est  erronée. 

Dans  le  cas  de  m  =  J2,  considérons  la  période  de  12  termes  com- 
mençant par  6.  Si  nous  posons 


m  -h  Y 


6, 


27  —  1 
nous  en  tirerons 

I  ly  =  58, 

et  y  n'est  pas  un  nombre  entier. 

Voici  le  théorème  vrai  qu'il  faut  substituer  à  celui  de  M.  Thomas  de 
Saint-Laureni. 

19.  Théorème.  —  Tout  terme  c,  peut  être  mis  sous  la  forme 

2J—  I    ' 

x  et  y  étant  positifs  et  entiers,  si  m  et  V,  sont  premiers  entre  eux. 

Posons 

mx  4-  V 

=  ^ti 

if  —  i 

nous  en  tirons 

mx  -+-  v,  =  V,j. 

Nous  remarquerons  maintenant  que,  cette  égalité  ayant  lieu,  si  V, 
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et  m  avaient  un  facteur  premier  commun,  il  diviserait  r,,  par  suite  2V^, 
par  suite  2c,  —  V,  =  i,  ce  qui  est  impossible;  donc  cette  égalité  ne 
peut  avoir  lieu  que  si  met  V,  sont  premiers  entre  eux. 

Cela  étant,  on  sait  qu'il  est  possible  de  trouver  un  entier  .r,  tel  que 
r,  -f-  mx  soit  un  multiple  de  V, ,  et  cet  entier  est  inférieur  à  T ,  —  i . 

Remarque.  —  Dans  le  cas  où  m  et  V,  ne  seraient  pas  premiers  entre 
eux,  divisons  m  par  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  deux 
nombres,  st  soit  m'  le  c[U0tient,  qui  sera  le  premier  avec  V,.  Posons 


Nous  déduirons  de  là 


Vf  -+-  m' ce  =  V,y. 


On  pourra  toujours  trouver  un  nombre  entier  x  inférieur  à  V,,  tel 
que  i\  -+-  m'x  sera  un  multiple  de  V, ,  ce  qui  fera  connaître  x  et  j. 

Ce  théorème  va  nous  servir  à  démontrer  quelques  propriétés  remar- 
quables des  périodes  énoncées  par  JM.  Thomas. 

20.  Théorème.  —  Si  un  élément  est  invariable  pendant  le  battement, 
il  a  après  lui  deux  fois  plus  d' éléments  qu  avant . 

Nous  avons  trouvé 


3 
pour  formule  de  l'élément  invariable.  Avant  cet  élément,  il  v  a 


m  -+-  î 

m  —  I 

éléments. 

o 

~"        3 

Après  cet  élément. 

il  V  a 

m  -+-  2 
3 

2  m  —  2 

3 

Ce  derniernombre  est  doubl<' du  premier.  c.   o.    f.   d. 
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2t.  ïnÉORÈME.  —  Si  l'on  considère  les  objets  dans  leur  première  dis- 
position, il  y  a  toujours,  après  le  dernier  terme  d'une  période,  deux  fois 
plus  d'éléments  qu'avant  le  premier  terme. 

En  effet,  le  premier  terme  d'une  période  peut  toujours  se  mettre 

SOUS  la  forme 

m'  X  -i-  y 
■ly  —  I 

Avant  ce  premier  terme,  il  y  a 

m'  X  -\-  Y  rn'  .r  —  r  +  i 

■ ^  —  I  = 

27—1  27  —  1 

termes. 

Cela  posé,  le  premier  terme  de  la  période  étant  — '- — ^  et  étant 

situé  nécessairement   dans  la  première   moitié  de  la   suite  totale,  le 
terme  situé  au-dessous  ou  le  dernier  terme  de  la  période  sera 


2J  — 1 

A  la  suite  de  ce  terme,  il  y  aura 

i.m' X  -)-  ly  l.m' X  —  2  y  -h  : 


m  —  m  —  2 


ly  —  v  27—1 

termes. 

Ce  nombre  est  évidemment  double  du  premier.  c.  q.   f.    ». 

22.  Théorf.mc.  —  Entre  l' avant-dernier  terme  d'une  période  et  le 
dernier,  il  y  a  toujours  autant  de  termes  qu  après  le  dernier. 

Nous  venons  de  voir  qu'après  le  dernier  il  y  a 

im! X  —  "iy  -\-i 
iy—  I 
termes. 

Nous  avons  trouvé,  pour  le  dernier  terme  de  la  période, 

im' X  -\-  1Y 


27  —  1 
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Ce  dernier  terme  est  dans   la  seconde  moitié  de  la  strie;   donc  le 
terme  situé  au-dessous  ou  Pavant-dernier  de  la  série  sera 

a  w  H-  /i  — w— i=/w-t-)— i^  • 

:>  V  —  1  a  »•  —  1 

Entre  ce  terme  et  le  dernier,  il  v  a  lui  nombre  de  termes  marqué  par 
leur  différence  moins  nu,  ou 

î>.  v  —  I 


Or  ce  nombre  est  précisément  le  nombre  des  termes  qui  suivent  le 
dernier.  c.   o.    f     p. 
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